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Spektralni vlastnosti stacionarnich modelu

Lubo$ Marek™

Cilem tohoto ¢lanku je popsat chovani spektralni hustoty stacionarnich modeli,
konkrétné autoregresniho modelu AR(p), modelu klouzavych soucti MA(Q)
a smiSeného modelu ARMA(p, q). Bude ukazédn vztah mezi spektrdlni hustotou
a autokorelacni funkei téchto procest. Hlavni casti prace je grafické zndzornéni
prabéhu hustoty pro rizné kombinace parametrti vyse uvedenych procest.

Spektralni reprezentace ¢asovych rad

Periodogram casové rady

Jednim z moZnych pfistupt k analyze Casovych tad je jeji analyza ve spektralni
doméné. V takovém piipadé povazujeme hodnoty casové fady za smes sinusovek
a kosinusovek o rizné frekvenci. Nastrojem, pomoci kterého analyzujeme periodické
chovani casové tady, je periodogram. Za predpokladu lichého poctu pozorovani
(N=2k+1) miZzeme, Casovou fadu vyjadfit pomoci Fourierovy transformace — viz
Marek (1999) ve tvaru
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kde
¢, =cos(2r fit) a s, =sin(27x f,t)
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je i-ty nasobek zakladni frekvence 1/N (tzv. harmonické frekvence). Odhady parametrt

Q,, Q,, P, ziskané MNC maji tvar — viz Box, Jenkins, Reinsel (1994):
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Periodogram pak sestava z k=(N — 1)/2 hodnot
N
I(f) :?(af +b)), i=1,2,..k

kde I(f)) je intenzita na frekvenci f;. Je tfeba podotknout, ze riizni autofi definuji
periodogram rtizné — vétsinou se lisi hodnotou konstanty.

ProN=2kaproi=1,2,...,(k—1)je

1 & .
a, =NZ(_I) Vi
i=1

b, =0
I(f,)=1(0,5)= Na; .
Spektrum

i
Pro f, = W muzeme na intervalu (0;0,5) piepsat periodogram do tvaru

1) =5 @ +5)

pricemz I(f) nazyvame vybérové spektrum. Lze dokazat — viz Box, Jenkins, Reinsel
(1994), ze vybérové spektrum a odhad autokovarian¢ni funkce ¢, stochastického
procesu jsou vazany vztahem

I(f)= 2{00 + 2§ck COS(Zﬂfk)j|

To znamena, Ze vybérové spektrum je Fourierovou kosinovou transformaci odhadu
autokovarianéni funkce, pfi¢emz plati

lim E(c,) =7,

N—ow

kde y je teoreticka autokovarian¢ni funkce. Pak definujeme spektrum p(f) jako
p(f) = lim E[I1(f)] :2[% +2>7, cos(Zﬂfk)} 0<1<0,5
—>0 r=1

Spektrum je tedy Fourierovou kosinovou transformaci autokovarian¢ni funkce.
Z vyjadieni je patrné, Ze znalost autokovarian¢ni funkce je matematicky ekvivalentni
znalosti spektra a naopak.

Spektralni hustota

Spektralni hustota je zaloZzena na hodnot¢ spektra a autokorela¢ni funkce oy

g(f)=@=2{1+2ipkcos(27zﬂc)} 0<f<0,5
o, k=1
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Plati pro ni vztah
1/2

[ e(Hdr=1
0
Odhadem spektra je

p(f)= Z{CO + 2? A, cos(27zﬂc)}

kde A4 jsou vhodné zvolené vahy.

Spektrum linearniho stacionarniho procesu

Spektrum linearniho stacionarniho procesu ma obecny tvar (Box, Jenkins, Reinsel, 1994)

P =20y (e (@) =20 (e 0< /<05
kde y(B) je prenosova funkce obecného linearniho procesu y; (ten totiz mizeme vyjadrit
jako y, = & + W&, +W,&,_, +...). Pak w(B) =1+, B +w,B” +... Konkrétni tvar
w(B) pak bude zélezet na typu procesu, jak uvidime dale.

Spektrum AR procesu

Pro AR(p) proces s parametry ¢ ma spektrum tvar
20°
p(f)= ) 0</<0,5

‘1_¢e—i2ﬁf _¢2e—i4ﬂf _ _¢ e—i2ﬁpf‘2
\ y

V praxi se vétSinou pouzivaji pouze AR procesy do tadu 2. Jejich spektrum ma
potom konkrétni tvar:

20° 207
_ A : 0< £<0,5
ARy () ‘1 e 2 1+¢7 =24 cos(2r f) /

Vyjadiime-li graficky pribéh spektra pro proces AR(1) pro ¢, = 0,75, obdrzime:

Obr. ¢. 1: Priibéh spektra procesu AR(1) pro ¢ =0,75 — simulovana data
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Z obrézku je zfejmé, Ze pro ¢ =0,75 (sousedni pozorovani jsou kladn¢ korelovand), jsou
vprocesu AR(1) snejvetsi intenzitou zastoupeny praveé periodické slozky o nizSich
frekvencich. Pokud by byl parametr ¢ zdporny, prevladaly by naopak slozky o frekvencich
vyssich, coz je ostatné patrné z prehledu pribeht spektra v zavéru tohoto ¢lanku.

2 2
p(f)= T
|1 _ ¢167127r/ _ ¢26714/r/
AR(2) ,
- — 20, 0<f<0.5
1+ ¢1 + ¢2 - 2¢1(1 - ¢2)COS(2”f) - 2¢2 COS(47Z'f)
Spektrum MA procesu
Pro MA(q) proces s parametry 8 ma spektrum tvar
. . . 2
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p(f)=202 1= —ge | =
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=20} [1+ 6] + 07 -20,(1-0,)cos(27 f)~20,cos(4x )] 0< f<0,5
Spektrum ARMA procesu
Pro ARMA(p,q) proces s parametry ¢ a € ma spektrum tvar
i |1 _ gle—izﬂ_/ _ gze-iu,/ _ qu—iZJrqf |2
r(f)=20; — : : 3 0<f<0,5
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p(f) =20, —i2xf P
1—¢1€ _¢2e
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1+¢>+¢; —24,(1—¢,)cos(2z f)— 24, cos(4x f) R
ARMA(1,2) i |1 _ge P g e 2
p(f) =20 =
1— g
_ 146" +6; -26,(1-6,)cos(27f)~ 20, cos(4x f) 0< /<05
1+ 42— 24, cos(2z f) ST
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1+ g g2 —20,(1-p,)cos(2m f) 24, cos(4r [)
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Pribéh spektra pro simulované stacionarni procesy

Na nésledujicich obrazcich je zachycen graficky pribéh spektra pro vyse uvedené
typy stochastickych procest a rtizné hodnoty jejich parametrd. U parametrii jsme ménili
pouze znaménka (nikoliv jejich absolutni hodnoty) tak, aby bylo patrné, jak zména se
zména znaménka u parametrd procesu projevi v pribéhu hustoty. Protoze se v praxi

Vsechny procesy, se kterymi jsme pracovali, byly vygenerovany pro danou kombinaci
parametrl v programu SAS verze 8.2, fady byly pfevedeny do MS Excel XP, ve kterém

vvvvv

byly i napocitany hodnoty spektra a vyrobeny grafy.
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Zavér

Na piedchozich obrazcich jsme mohli sledovat pribéh spektra pro rizné typy
stacionarnich modelti a rizné hodnoty jejich parametrd (vétSinou se méni pouze
znaménko parametrll). Na jedné strané je zfejmé, Ze pro riizné hodnoty parametri ma
spektrum rdzny, pro dany model typicky pribéh. Na druhé strané je ale vidét, ze
z prubéhu spektra nelze jednoznacné urcit tvar modelu, nebot’ rizné typy modeli maji
pro riizné hodnoty parametrti podobny prubéh. Nelze tedy z pribéhu spektra usuzovat
jednoznacné na ten ktery model a zalozit na tvaru spektra identifikaci modelu. Pribeh
spektra vSak tvofi dilezitou doplikovou informaci, ktera o tvaru modelu muize
zkusenému statistikovi jiz mnohé napovedeét.
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Spektralni vlastnosti stacionarnich modelu

Lubos Marek
Abstrakt

Obsahem clanku je popis chovani spektralni hustoty stacionarnich modeld,
konkrétné autoregresniho modelu AR(p), modelu klouzavych souctt MA(q)
a smiSeného modelu ARMA(p,q). Na zakladé jednozna¢ného vztahu mezi spektralni
hustotou a autokorela¢ni funkci téchto procesti byly odvozeny konkrétni tvary spektra
pro rizné typy stacionarnich procesii. Hlavni ¢asti prace je grafické znazornéni pribéhu
hustoty pro rizné kombinace parametrii vySe uvedenych modelti. Pro rizné hodnoty
parametrii ma spektrum rizny, pro dany model typicky pribeh. Z pribéhu spektra vsak
nelze jednozna¢né urcit tvar modelu, nebot’ rizné typy modelti maji pro rizné hodnoty
parametrii prubéh velmi podobny. Nelze tedy na zakladé tvaru spektra jednoznaéné
identifikovat model. Pribéh spektra vSak tvoii dulezitou doplikovou informaci, kterd
o tvaru modelu mize mnohé napovedét.

Klic¢ova slova: stacionarni proces; spektralni hustota; spektrum.

Spectral properties of Stationary Models

Abstrakt

The content of this paper is characterization the spectral properties of stationary
models — namely autoregression model AR(p), model of moving averages MA(q) and
mixed models ARMA(p,q). There is the clear relationship between spectral density and
autocorrelation function of these stationary models. The spectrum has the typical shape
for different models. This shape depends on sign of parameters. On other side, from
shape of spectrum we cannot derive the accurate type of model, because the different
models have the similar shape of spectrum. But the shape of spectrum is very important
complementary information that can through many things prompt.

Key words: stationary models; spectral density; spectrum.
JEL classification: G30
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