ATERNATIVNi MODELY PRODUKCE V EKONOMICKE TEORII

Martin Diouhy”

1. Uvod

Vyroba (produkce) znamend vlozeni vyrobnich faktorti do procesu, ktery pfeméni
vlozené faktory na vyrobky. Mezi mnozstvim a strukturou vyrobkll a mnozstvim
a strukturou vyrobnich faktord existuje urcitd funkéni zavislost, kterou se ekonomové
pokousi popsat pomoci produkcnich funkcei. Produkéni funkce modeluje vyrobu jako
proces technické pfemény vstupti (vyrobnich faktor) na vystupy (vyrobky). Je tieba
zdiraznit, ze produkéni funkcee je abstraktnim modelem, ktery zachycuje pouze nejpod-
statnéjsi vlastnosti vyrobniho procesu. Ve skute¢ném vyrobnim procesu mohou mit
diilezitou roli dalsi faktory, jako napf. dobra lokalita, kvalitni informaéni a komunikacéni
systém, motivace pracovniki, poruchovost strojli, pocasi a jiné. Takto slozity vyrobni
proces neni mozné dobfe matematicky vyjadfit a rozumné s nim pracovat. Proto se
pfi tvorbé musime omezit na n nejdilezitéjSich faktord. V obecné formé vyjadiime
produkéni proces s vice vyrobky a vice faktory ve tvaru:

f(y17yza""ymaxlaxza'"axn) :05

kde se m vyrobkii v mnozstvi (y,, y,,..., ¥, ) vyrabi za pomoci n vyrobnich faktorii
v mnozstvi (x,, x,,..., x,). V tomto jednoduchém vyjadfeni produkéni funkce piedpo-
kladame, Ze neexistuji meziprodukty, kter¢ jsou vyrobkem v jednom procesu a faktorem
v jiném. K tomuto jesté obecné&jsimu pojeti se v piispévku vratime v ¢asti 3.2. Zde je
nutno pfipomenout, ze vySe uvedeny vztah nedefinuje produkéni funkei v matematicky
obvyklém vyznamu funkce, tj. jednoznacné pfitazeni readlné¢ho Cisla n-tici realnych
¢isel. V ekonomické literatufe se pojem ,,produkéni funkee uziva v $ir§im pojeti jako
vztah (proces transformace) mezi vyrobnimi faktory a vyrobky.

Produkéni funkce 1ze vyuzit na makroturovni (narodni hospodarstvi) i na mikrou-
rovni (podniky). Vyrobnimi faktory v podniku jsou naptiklad zamé&stnanci, suroviny,
materialy, stroje, budovy, pida atd. Pro kvantitativni ekonomickou analyzu vyrobniho
procesu pomoci produkéni funkce predpokladame kvantitativni charakter vstuptl
a vystupl. Jinymi slovy, ze existuje ur€itd mérna jednotka, kterou se daji vstupy
a vystupy spolehlivé méfit. Stanoveni konkrétni matematické podoby produkéni funkce
a jejich parametrti umoziuje tyto typy kvantitativnich ekonomickych analyz: kvanti-
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fikace produktivity jednotlivych vyrobnich faktord, kvantifikace vzéjemné zaménitel-
nosti (substituce) vyrobnich faktor, kvantifikace efekti z rozsahu vyroby, stanoveni
optimalni struktury vyrobnich faktor, méteni technického pokroku, uréeni efektiv-
nosti vyrobniho procesu.

Od produkéni funkce, jako technologického zakladu produkéniho procesu, jsou
pak odvozeny funkce nakladova, piijmova a ziskova. Pfedpokladem je maximalizace
hodnoty ziskové funkce, coz vyzaduje rozhodnuti o optimalni alokaci vyrobnich
faktort pro produkci optimalniho mixu vyrobk.

Z hlediska teoretického l1ze model produkce zalozit na tradi¢ni analyze meznich
veli¢in, ktera je obsaZena ve vSech zdkladnich ceskych i zahrani¢nich ucebnicich
ekonomie (napt. Samuelson, Nordhaus, 1995, Nicholson, 2002, Holman, 2002). V tomto
prispévku chceme ukazat, Ze model produkce muze vychazet i z teorie linearniho
programovani. Nejde pfitom o formulaci nového alternativniho modelu produkce, ale
paradoxné spiSe o jeho pfipomenuti, nebot’ jde o metodu vSeobecné znamou. Linearni
programovani vSak nenajdeme v soucasnych ¢eskych ekonomickych ucebnicich, a to
ani v pokrocilejsich textech (Soukup, 2003, Soukupova, Macakova, 2009, Fendekova,
2006). Miizeme ovSem sahnout po uéebnicich matematické ekonomie (Allen, 1971,
Husek, Manas, 1989, Jablonsky, Dlouhy, 2004) ¢i po nékterych ucebnicich zahra-
nic¢nich (napf. Koutsoyiannis, 1979). Nebo staci oteviit n€jakou z ucebnic operacniho
vyzkumu, kde je linearni programovani zakladni metodou optimalizace v manazer-
skych ulohach (Jablonsky, 2002). Chybi bohuZzel vysvétleni o propojeni linearniho
programovani s ekonomickou teorii.

V piispévku nejprve v druhé casti popiSeme a poukdzeme na podstatné vlast-
nosti modelu produkce podle analyzy meznich veli¢in. To je malé opakovani z ekono-
mickych uc¢ebnic. Nasledné si ukazeme v ¢asti tieti modely produkce na bazi linearniho
programovani a jejich vlastnosti. Poté v ¢asti ¢tvrté se pokusime o srovnani téchto dvou
pristupti.

2. Analyza meznich veliéin

Poznatky ekonomické teorie vedly ke zformulovani apriornich piedpokladi o vlast-
nostech produkéni funkce. Tyto predpoklady vytvaieji model idealni produkéni
jednotky, na které ekonomové zkoumaji vyrobni proces. Vychodiska idealniho modelu
vyrobniho procesu jsou natolik obecné, aby co nejvice postihovaly klicové vlast-
nosti mnohotvarné ekonomické praxe. Skute¢né firmy se mohou od modelové firmy
1 vyrazné odchylovat. I tehdy lze vychdzet z teoretického modelu, vzdy vSak musi
nasledovat analyza toho, jaké piredpoklady teorie jsou poruSeny a co z toho vyplyva.

Pro zjednoduseni se v této casti zaméfime pouze na dvoufaktorovou produkéni
funkeci s jednim vystupem, ktera je tradicné popisovana v ekonomickych ucebnicich:

S, x,x,)=0.

Smysluplnym pozadavkem na prubéh produkéni funkce je, ze piirtistek mnoZzstvi
urcitého vyrobniho faktoru vyvola rist celkového produktu. Je nesmysIné, aby manazer
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rozhodl zvysit hodnotu vyrobniho faktoru (vstupu), pokud by to vedlo k poklesu
vyroby. O pfirGstku celkového produktu vyvolaného vyrobnim faktorem vypovida
mezni produkt, ktery vyjadfuje zménu vystupu vyvolanou jednotkovou zmeénou
mnozstvi jednoho vstupu pii nezménénych trovnich ostatnich vstupi. Mezni produkt
i-tého zdroje zachytime matematicky jako prvni derivaci produkéni funkce:

MP, = z
ox;

Jsou-li vyrobni faktory ve vyrobnim procesu vzijemné zaménitelné, idedlni
model ptedpoklada, ze existuje nekonecné mnoho kombinaci vyrobnich faktort (tedy
vyrobnich technologii), s nimiz je mozné vyrobit ur¢ity objem vyroby. Grafickym
vyjadienim této vlastnosti produkéni funkce je izokvanta. Predpoklada se rovnéz, ze
izokvant (irovni celkového produktu) je nekonecné mnoho. Mezni mira technické
substituce MRTS je definovana jako pomér, ve kterém je mozno nahrazovat jeden vstup
za druhy pfi

Elasticita (pruznost) substituce vyjadiuje obtiznost pfi nahrazovani jednoho vstupu
za druhy. Je definovana jako:

d(x;/x;)
x;/x;
dMRTS
MRTS

U komplementarni produk¢éni funkce nejsou vstupy vzajemné nahraditelné, koefi-
cient pruznosti substituce ¢ = 0. V piipadé dokonale zastupitelnych vyrobnich faktort
pro koeficient pruznosti plati ¢ = oo, nebot’ je hodnota dMRTS nulova.

Produk¢ni funkce ma rovnéz odpoveédét na to, jaky efekt 1ze ocekavat ze zvySovani
rozsahu vyroby. Vynosy z rozsahu popisuji vztah mezi proporcionalni zménou vyrobnich
faktord, tj. pfi zachovani stalého poméru mezi faktory, a zménou produkce. Zvysime-li
mnozstvi vSech faktori A-krat a vyroba se zvysi A'-krat, mohou nastat tyto tfi pfipady:
konstantni vynosy z rozsahu, rostouci vynosy z rozsahu, klesajici vynosy z rozsahu.

Cilem vyrobce je maximalizace zisku. Pfredpokladejme vyrobce jednoho vystupu,
na ktery je potieba dvou vyrobnich faktori. Dale predpokladame znalost produkéni
funkce a nakladové funkce:

q=f(x,x,),

C=cx tex,+r,
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kde ¢, a c, jsou jednotkové ceny vyrobnich faktort, » jsou fixni naklady. Ozna¢me
jako p cenu vystupu. Zisk je rozdilem mezi pfijmy a ndklady, z cehoz vyplyva ziskova
funkce ve tvaru:

z2(x, x,)=pq-C=pf(x,x)-cx-c,x,-r.

Maximalizace zisku je tloha na volny extrém, ve které musi byt splnény podminky
prvniho fadu:

Oz _,0f . _
ox, _pﬁxl a=0,
oz of . _
ox, _pé’xz 2=

Reseni soustavy podminek prvniho fadu je hledanym bodem maxima zisku,
jestlize jsou splnény zaroven podminky druhého fadu:

2
dz_ o’z Pz | Pz S0 .
Ox,0x,  Ox0x, Ix,0x, | Ox0x,

Z podminek prvniho fadu dostavame podminku pro maximalizaci zisku ve tvaru:

of
pﬁxl _q
ﬁ_cz
pé’x2

Pomér cen c/c, je zaroven sklonem izondkladové pfimky a v bod¢ dotyku

produkéni izokvanty proto také plati:
¢ dx
—L=—-—"2=MRTS,, .
c, dx, :

V bodé¢ maxima zisku se mezni mira technické substituce vyrobniho faktoru 1
faktorem 2 rovna opa¢nému pomeéru cen té€chto vyrobnich faktort. Tuto podminku Ize
rovnéz interpretovat tak, ze mezni piijmy produktu z vyrobnich faktorti nakoupenych
za jednu penézni jednotku jsou shodné.

3. Linearni programovani

Dorfman, Samuelson a Solow (1987) v uvodu své knihy Linedrni programovani
a ekonomicka analyza konstatovali, Ze rozvoj linearniho programovani patfi mezi
pracovala s nelinearnimi vztahy, béhem let valecnych a povalecnych objevila moznosti
novych analytickych metod, které vychazeji z linearnich charakteristik ekonomickych
problémt. Pojmu programovani je tieba rozumét v plivodni smyslu, tudiz jako
planovani ekonomickych aktivit.
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Linearni programovani je dilezitym kvantitativnim nastrojem ekonomické analyzy
a operacniho vyzkumu. Jedna se o feSeni optimalizacni ulohy na vézany extrém,
pri¢emz jak kriteridlni (i¢elova) funkce, tak omezujici podminky jsou linearni. Linearni
modely jsou pii analyze praktickych problému vyrazné ¢astéji pouzivané nez modely
nelinearni, coz je dano piedevsim piijatelnou vypocetni narocnosti a s tim souvisejici
dostupnosti programovych systémil pro jejich feSeni. Pouziti linearnich modelti ma
vSak 1 svd omezeni. MiiZe se totiz ukazat, ze vztahy mezi jednotlivymi prvky modelo-
vaného systému nejsou linearni. Pouziti linearnich vazeb je potom zjednodusenim
realné situace, které vsak v nékterych ptipadech mtize vést k neadekvatnim vysledktim.

Matematicky Ize obecny model ulohy linedrniho programovéani formulovat jako
soustavu rovnic a nerovnic s kriterialni funkci o n proménnych:

Maximalizovat
z=cX, + C,X, +...+ cx,
za podminek

allxl + a12x2 Tt alnan bl

aZI'xl + a22x2 Tt a2nxn S b2

kde proménné x, x,,..., x, oznaCuji mnozstvi vyrobenych vyrobk, ¢; jsou parametry
kriterialni funkce, napi. zisk, cena, ndklady, b, jsou kapacity, mnozstvi vyrobnich
faktort, a; jsou strukturni koeficienty, které¢ vyjadiuji spotiebu j-t€ho vyrobniho
faktoru na i-ty vyrobek. Maximalizace kriterialni funkce neni na ukor obecnosti, nebot’
jakoukoli maximaliza¢ni tlohu linearniho programovani lze transformovat na ulohu
minimaliza¢ni a naopak.

3

3.1 Uloha vyrobniho planovani

Zatimco v ekonomické teorii je linearni programovani jakoby na okraji zajmu, v operacnim
vyzkumu je naopak linedrni programovani zcela zasadni analytickou metodou (Jablonsky,
2002). Nejblize je modelu produkce v operaénim vyzkumu ziejmé tzv. uloha vyrobniho
planovani ¢i kapacitni uloha. V tomto modelu vychdzime z detailniho popisu techno-
logie produkéniho procesu, pficemz predpokladame, Zze kapacity vyrobnich faktord
jsou omezené. Pokud by byla kapacita u nekterého z faktordi neomezend, nema smysl
tento vyrobni faktor v modelu produkce viibec uvazovat. Optimalni rozhodnuti spociva
ve vybéru jedné z alternativ (jednoho z ptipustnych feseni) tak, aby navrzeny vyrobni
program (plan) maximalizoval hodnotu kriteridlni funkce.
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Pro nézornost si ulohu vyrobniho planovani ilustrujeme na zjednoduseném
modelu vyroby (Fiala, Dlouhy, 2006). Jsou zadiny kapacity tii zdroji: prace
(600 hod.), strojovy ¢as (1200 hod.) a material (800 kg). Dostupné technologie umoznuji
vyrobu tfi druhti vyrobkt V,, V,, V,. Mame urcit vyrobni program tak, aby celkovy
zisk byl maximalni. Zékladni udaje jsou uvedeny v tabulce ¢. 1.

Tabulka 1
Uloha vyrobniho planovani

. Spotieba zdroje na jeden vyrobek Mnozstvi
Zdroj zdroje
v, v, v,
Préce (hod.) 2 1 3 600
Strojovy ¢as (hod.) 1 1 2 1200
Material (kg) 2 2 1 800
Zisk (K&) 20 25 30

Formulujeme matematicky model problému. Po zavedeni proménnych x,, x,, x,,
které oznacuji mnozstvi jednotlivych vyrobki, dostdvame nasledujici Glohu linearniho
programovani:

Maximalizovat
20x, +25x,+30x,

za podminek
2x1+x2+3x3§ 600

x1+x2+2x3§1200
2x,+2x,+x,<800

x>0,/ = 1,2,3.

Reseni tlohy ziskame pomoci vhodného programového produktu pro feseni uloh
linearniho programovani (fesit ulohu umi i tabulkovy kalkulator MS Excel). Program
by mél nabidnout nasledujici vysledky:

Vyrobni program, tedy co a v jakém mnozstvi vyrabét. Tato informace je skryta ve
vektoru feSenti X, z kterého ve vySe uvedeneém piikladu plyne, ze vyrobek V| se vyrab&t
nebude, vyrobek V, se bude vyrabét ve vysi 360 kusii a V; v mnozstvi 80 kusi.

Hodnotu kriterialni (ucelové) funkce, ktera vyjadiuje zisk, trzby, rozsah produkce,
¢i ndklady. V nasem ptiklad¢ je maximalni zisk 11 400 K¢.

Wuziti zdrojii, které ziskdme z vektoru pfidatnych proménnych. U nékterych
zdrojii dojde k plnému vyuziti kapacit, v tom piipadé jde o zdroje, které zamezuji
zvyseni produkce (v ptiklad¢ jde o pracovni silu a material). U nékterych zdroji naopak
odhalime nevyuzité kapacity, o kterych je nutno rozhodnout jak je efektivné vyuzit
(prodej, pronajem, zména vyrobniho programu). V piiklad¢ jsme odhalili nadbyte¢nou
kapacitu strojového casu (680 hodin), ktery mize byt vyuZit jinym zptisobem.
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Stinové ceny, jejichz hodnoty udavaji o kolik se zvysi (ptipadné snizi) hodnota
kriteridlni funkce, jestlize se zvysi (snizi) disponibilni mnozstvi daného vyrobniho
faktoru o jednotku. V piiklade je vektor stinovych cen (7, 0, 9). Interpretace je nasle-
dujici, pracovni sila je vyuzita na plnou kapacitu a jedna hodina navic by umoznila
zvysit produkci, coz by zvysilo hodnotu zisku o 7 K¢&. Hodina strojového ¢asu nic
nepiinese, nebot’ uz pii soucasné kapacité je strojového casu nadbytek. Proto je stinova
cena u vyrobnich faktort, které nejsou plné vyuzity vzdy nulova. Pokud snizime
kapacitu materialu o 1 kg, dojde ke snizeni zisku o 9 K&. Interpretace stinovych cen je
analogii Lagrangeovych multiplikatord.

Stinové ceny predstavuji ocenéni kapacit, obecnéji feceno, ocenéni podminek
vyjadrenych omezenimi. Toto ocenéni podminek ulohy je objektivni, avSak relativni,
a sice vzhledem ke zvolené kriteridlni funkci a k vychozim podminkdm problému.
To znamend, ze zménou hodnoticiho kritéria, popf. vychozich podminek se méni
1 stinové ceny (na rozdil od cen v kriterialni funkei). Zatimco trzni ceny se tykaji vSech
vyrobct (vSichni plati a prodavaji za stejné ceny), stinova cena se tyka pouze individu-
alniho vyrobce (kazdy ma jinou technologii). Stinové ceny jsou cenami marginalnimi,
nebot’ udavaji, jak se zméni optimalni hodnota kriterialni funkce pii zméné vychozich
podminek o jednotku. Stinové ceny jsou maximalni ceny, za které muize podnik
prislusné kapacity nakupovat (najimat), resp. minimalni ceny, za které mize jesté tyto
kapacity prodavat (pronajimat), aby to nebylo pro podnik ztratové. VSimnéte si, Ze
toto ocenéni strojového Casu stinovou cenou nesouvisi s trzni cenou. Stinové ceny jsou
zvlastnim druhem cen, které nenajdeme napsané na regalech v obchodnich domech.

Redukované ceny, které u nevyrabénych vyrobkl vyjadiuji o kolik by se snizila
hodnota kriteridlni funkce, kdybychom vyrobili jeden vyrobek. V piiklad¢ je vektor
redukovanych cen (12, 0, 0), coz nalezneme v fadce z ve sloupcich strukturnich
proménnych. Vyrobenim deseti vyrobkii V, bychom omezili zdroje dostupné pro
ostatni (efektivnéjsi) vyrobky, coz by v koneéném disledku znamenalo zmenseni zisku
0 10 x 12 K¢ =120 K¢&. Redukovanou cenu lze téz interpretovat tak, ze prvni vyrobek
by se zacal vyrabét, pokud by se jeho zisk zvysil o nejméné 12 K¢&. U vyrabénych
vyrobki jsou redukované ceny rovny nule.

Alternativni vyrobni program. Pokud redukovana cena u nevyrabéného vyrobku je
rovna nule, znamena to, Ze existuje i jiny, alternativni vyrobni program, ktery dosahuje
stejnou hodnotu kriterialni funkce. V nasem piikladé tento ptipad nenastava, jde tedy
o jediné optimalni feSeni (jedine¢ny vyrobni program).

Vsimneme si, Ze linearni programovani se prili§ nezabyva rozliSovanim produkéni,
nakladové, piijmové a ziskové funkce. Stac¢i prohlasit, ze koeficienty kriterialni
funkce reprezentuji ceny vyrobkii a maximalizace zisku se zméni na maximalizaci
trzeb. Mnohem dileZit&jsi je, Ze linedrni programovani umoznuje pomérné flexibilni
formulaci dalSich podminek produkce, které by byly velmi té¢zko vyjadfitelné pomoci
tradi¢ni teorie produkce, kterd je zaloZena na analyze meznich veli¢in. Uvedeme zde
nekteré z Castych pripadi.

Uloha s polotovary. Piedpokladejme, e prvni vyrobek je samostatné prodejny,
zaroven je vsSak ,,polotovar” (soucast, dil), ktery se spotiebuje pii vyrobé druhého
vyrobku. Pfikladem takové situace mize byt napfiklad pocitacova klavesnice, ktera se
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prodava jak samostatné, tak jako soucast pocitacové sestavy. V nasem piiklad¢ je tfeba
zajistit, ze polotovart je vyrobeno dostatené, nebot’ nelze vyrabét druhy vyrobek, kdyz
nevyrabime prvni vyrobek. To Ize vyfesit jednoduchym omezenim, v némz mnozstvi
prvniho vyrobku vystupuje jako kapacita:

X, <X,

Zaroven je vSak nutno odecist od kriterialni funkce zisk z téch vyrobka V,, které
byly spotfebovany ve form¢ polotovart, tudiz nebyly prodany. Kriterialni funkce ma
po této uprave tvar:

20 (x, -x,) +25x,+30x,.

Omezeni Ize dale modifikovat, pokud je prvni vyrobek polotovarem i pro vyrobek
tieti, pfiCemz pro vyrobu V, jsou potieba Ctyfi kusy V,. Omezeni a kriteridlni funkce
maji potom tvar:

x, t4x,<xa20(x -x,-4x)+25x,+30x, .

Horni a dolni meze. Castym omezenim v tlohach linearniho programovéni téz
je, ze pocet vyrobkl se miize pohybovat pouze ve vymezeném intervalu. Jednak z jiz
uzavienych smluv mize plynout, Ze je tieba vyrobit nejméné 10 kusit vyrobku V.,
jednak prodejni oddéleni zjistilo, Ze na trhu je mozné prodat maximalné 100 kust
vyrobkll V., coz mize byt chapano jako ,.kapacita® trhu nebo jako disledek urcité
statni regulace. Dané podminky vyjadiime dvojici omezeni:

10 < x, ax,<100.

Pozadavky na strukturu vyroby. Predpokladejme, ze Evropska unie pozaduje,
7e od tohoto roku musi nejméné 40 % produkce spliovat nové, piisnéjsi ekologické
normy. V nasem piikladé€ splfiuje tyto noveé normy pouze vyrobek V.. Danou podminku
formulujeme:

0,40 (x, +x, +x,) < x,.

Pti vyuziti linedrniho programovani v praxi se lze setkat z dal$imi, velmi rGzno-
rodymi omezenimi. Roz$itovani modelu o dalsi predpoklady, pokud je lze vyjadrit ve
formé linedrnich omezeni, je pomérné snadné. Vypocetné jsou tlohy zvladnutelné i pti
zavedeni limitovaného poctu bindrnich ¢i celociselnych proménnych a urcitych typt
nelinearnich vztaha.

3.2 Analyza aktivit

Analyza aktivit je model produkce na bézi linearniho programovani, ktery formu-
loval Koopmans (1951). Predpokladejme, ze vyrobni proces lze realizovat riznymi
aktivitami, které predstavuji dostupné technologie. Vytvoifime si tak seznam
o n aktivitach. Celkem existuje m komodit, které se pii realizaci urcité aktivity spotfe-
bovavaji nebo vyrabéji. Technologicky proces j-té aktivity charakterizuji technologické
koeficienty a; vV pripadé, ze koeficient a; <0, vstupuje i-ta komodita do j-té aktivity
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jako vyrobni faktor, a to v absolutnim mnozstvi a,. Vysledkem aktivity jsou komodity,
pro ktere plati a, > 0. Zbyva jesté alternativa a; = 0, coz oznacuje komodity, ktere se
pfi dané aktivité nevyrabéji ani nespotfebovavaji. Z koeficientl a, sestavime matici
technologii A s m tadky a n sloupci. Sloupce reprezentuji jednotlivé aktivity a jejich
technologie, fadky charakterizuji jednotlivé komodity:

ay ap ay,
A= ay  Adxp ayy
aml amZ amn

Riizné produkéni moznosti jsou dany urovnémi realizace jednotlivych aktivit X,
O hodnotach X, predpokladame jejich nezapornost, nebot’ zdporné hodnoty by nedavaly
smysl, a spojitost, tj. aktivity lze uskutecnit na jakékoli Grovni. Pro aktivity proto
plati jednoduché omezeni x> 0 pro vSechna j =1, 2,..., n. Ze spojitosti urovni aktivit
automaticky vyplyva neomezena délitelnost komodit.

Mnozstvi i-té¢ komodity oznac¢ime y. Po realizaci vyrobniho procesu, ktery se
sklada z riznych aktivit, je hodnota y, dana vzorcem:

n
V= Zaijxj, i=12,..,m.
Jj=1

Proménnd y, nabyva kladnych hodnot, pokud je i-td komodita findlnim produktem
vyrobniho procesu. Jestlize by u finalniho produktu platila rovnost y, = 0, nejednalo by
se o efektivni produkt z hlediska jeho nakladt a tomu odpovidajicich uzitkl. V opaéném
piipad¢, kdyz i-t4 komodita slouzi jako vyrobni faktor, nabyva hodnota y, zapornych
hodnot. Opét nulova hodnota znaci prebytec¢nost i-tého primarniho faktoru, nebot’
se pii vyrobé nevyuziva. Posledni alternativou je, Ze se i-td komodita vyrabi v jedné
aktivité proto, aby umoznila vyrobu dal$ich komodit v jiné aktivité. Z toho vyplyva, ze
¥, = 0, nebot’ hodnota vys$i nez nula by znamenala piebytecnou vyrobu. Celkem tedy
rozeznavame tfi druhy komodit: primarni faktory, pro které plati y, < 0, meziprodukty,
pro které plati y, = 0, finalni produkty, pro kter¢ plati y, > 0.

Jelikoz piedpokladame omezenost alespon nékterych primarnich faktort, je nutno
jesté pridat omezeni y, > b, kde b, je zaporné, coz plyne z definice primarnich faktort
(spotfebu znac¢ime zaporn¢). Pro primarni faktor dostupny v neomezeném mnozstvi
by platilo b = —0. Vyse definovany produkéni proces I1ze zachytit produkéni funkei ve
tvaru:

S,V eny,)=0.

Pfirozenym cilem je maximalizovat uzitek z findlnich produktd. Nasim zdmérem
vSak bude pouze popsat mnozinu produkcnich moznosti bez vybéru n¢jaké optimalni
varianty produkce. Pro nazornost si konstrukci mnoziny produk¢énich moznosti ukazeme
na ilustraénim ptikladé (Jablonsky, Dlouhy, 2004). M&jme k dispozici vyrobni techno-
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logie zahrnujici ¢tyfi aktivity a tfi komodity. Prvni komodita je findlnim produktem,
dals$i dvé komodity jsou primarnimi faktory. Dostupné technologie popisuje matice
A, kterou jsme ptedtim upravili tak, aby vystupem kazdé aktivity byla pravé jedna
jednotka findlniho produktu. Matice ma Ctyfi sloupce (aktivity) a tii fadky (komodity).

1111

A=l-1 -2 23
2 2

, o b3

L 2 2]

Produkéni moznosti znazornime na obrazku €. 1, jehoz osy udavaji spotiebu
primarnich faktorti (y,, y,). Pro vétsi pohodlnost budeme na grafu spotiebu faktorii
uvadét v kladnych hodnotach. Body P, az P, reprezentuji spotiebu faktord v jednot-
livych aktivitach. Protoze je dovoleno aktivity vzajemné kombinovat, je t¢Z jakykoli
bod ve ¢tytuhelniku P P,P.P, moznou alternativou, jak vyrobit jednu jednotku finalniho
produktu. Nékteré moznosti nemohou byt technicky efektivni, nebot” spotfebovavaji
nadbytecné mnozstvi vyrobnich faktorti. Zahrnuti aktivity 4 do vyrobniho programu je
neefektivni, protoze takovy vyrobni program bude vzdy spotfebovavat vice zdroji, nez
vyrobni program nachézejici se na lomen¢ cafe P -P,-P.. Tato lomena ¢ara odpovida
izokvant¢ technicky efektivnich vyrobnich programi. I1zokvant je také zde nekonecné
mnoho, pro y, = 2 dostaneme izokvantu Q -Q,-Q,. MoZné urovné jednotlivych aktivit
jsou zobrazeny polopfimkami OP, OP, a OP,. Konvexni utvar dany sousednimi
polopfimkami nazveme kuzelem. Mnozina produkénich moznosti je v tomto piipadé
dana dvéma kuzely. Pro kazdy kuzel je charakteristickd jinda hodnota mezni miry
technické substituce.

Obrazek 1
Produkéni funkce na zakladé analyzy aktivit
4 &
Q
31 Q,
- 2 A Q;
1 -
0 h T T T T T
0 1 2 Vs 3 4 5
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3.3 Analyza obalu dat

S analyzou aktivit mad mnoho spole¢né¢ho i analyza obalu dat (data envelopment
analysis), kterd se zabyva hodnocenim technické efektivnosti produkénich jednotek
(napt. Jablonsky, Dlouhy, 2004, Dlouhy, Jablonsky, Novosadova, 2007). Rozdil v obou
metodach spociva v tom, ze v analyze obalu dat si misto jednotlivych technologii
v matici A piedstavime jednotlivé produkéni jednotky, jejichz technickou efektivnost
hodnotime. Produkéni jednotky lezici na izokvanté jsou technicky efektivni, jednotky
nad izokvantou jsou technicky neefektivni a jejich neefektivnost lze métit vzdalenosti
od izokvanty. Prvni model analyzy obalu dat formulovali v roce 1978 Charnes, Cooper
a Rhodes a podle pocatecnich pismen jejich jmen je tento model oznacovan jako tzv.
CCR model (Charnes, Cooper, Rhodes, 1978). CCR model predpoklada konstantni
vynosy z rozsahu. Pfedpokladejme, ze mame n produkénich jednotek a kazda z nich
pro vyrobu potfebuje  druhti vstupl a vytvari s vystupti. Oznac¢me jako X(7#7) matici
vstuptl (r-fadkd, jeden pro kazdy vstup, n-sloupct, jeden pro kazdou jednotku) a jako
Y(s,n) matici vystupt (s-fadka, jeden fadek pro kazdy vystup, n-sloupcii, jeden sloupec
pro kazdou jednotku).

Zakladnim vychodiskem analyzy obalu dat je redukce vétsiho pocétu vstupti
a vétsiho poctu vystupt na jeden ,,virtualni* vstup a jeden ,,virtudlni® vystup pomoci
vah, které jsou feSenim modelu. Pomér mezi virtualnim vystupem a virtualnim vstupem
uruje miru efektivnosti. V uloze jsou hledany vahy, které maximalizuji efektivnost
zkoumané jednotky R,. Produk¢ni jednotka sama nastavuje vahy tak, aby ji co nejvice
vahy vyhovovaly, z ¢ehoz vyplyva, ze vysledkem je optimisticky odhad efektivnosti
dané jednotky. Relativni technicka efektivnost produkéni jednotky e, je dana maxima-
lizaci poméru mezi virtudlnim vystupem a virtualni vstupem za podminky, ze relativni
efektivnost kazdé jednotky je pii danych vahach mensi nebo rovna jedné. Zadna
produkéni jednotka tedy nesmi byt efektivni na 120 %. Matematickd formulace ulohy
vede k tloze linearniho lomeného programovani:

5
Z}]ufy,o
£

e =

—> max
0 r

ViXio
=

Zvjxfh

J=1
u, ijO =128, 7=1,2,..,r.

Vyse formulovana nelinearni uloha se pfevede na tlohu linearniho programovani
s novymi proménnymi (vahami x a v) , kterd vznikne pomoci Charnesovy-Cooperovy
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transformace a ma optimalni feSeni, které je také optimalni feSeni pro ptivodni tlohu
linearniho lomeného programovani. Uloha m4 tvar:

iﬂiyio — max

i=1

r
Z"jxjo =1
=

Iz

Z:uiyih _Zvjhxjh SO’ h=1,2,..,n,
i=1

J=1

MoV, 2 0,i =1,2,..,5,j =1,2,..,r

Vyse uvedend tloha ma tfi typy optimalnich feSeni, které predstavuji efektivni,
smisen¢ neefektivni a neefektivni produkéni jednotky:

m Jestlize je mozno nalézt kladné vahy, pro které je relativni efektivnost produkéni
jednotky e, rovna jedné, potom je produkéni jednotka R, efektivndi.

m Jestlize je relativni efektivnost produkéni jednotky e, rovna jedné, ale jedna
z vah je rovna nule, jde o jednotku smiSen¢ neefektivni, ktera sice lezi na
efektivni hranici, ale pfesto nepatii mezi efektivni produkéni jednotky.

m estlize je relativni efektivnost e, mensi nez jedna, produkéni jednotka R, je
neefektivni. Jednou ze strategii jak dosahnout efektivnosti je proporcionalni
redukce vstupil na urovenl e, nebo proporcionalni zvyseni vystupii (1/e,)-krat.

4. Shrnuti

Po seznameni se dvéma pfistupy k modelovani a analyze produkce, kterymi jsou
analyza meznich veli¢in a linedrni programovani, pfistoupime ke srovnani téchto dvou
pristupt.

Model produkce. Analyza meznich veli¢in sméfuje k vytvoreni idealniho,
velmi obecného modelu produkce, ktery poskytuje vyklad ¢innosti podniku a nabizi
fadu obecn¢ platnych zaveérd. Modelem pro analyzu meznich veli¢in jsou jedno-
duché vyrobni procesy (naptf. zemédélstvi) s predpokladem spojitych zmeén
a moznosti substituce. Vztahy mezi veli¢inami jsou v modelu obvykle zachyceny
jako nelinearni. Naopak pro linearni programovani je zdkladem detailni vymezeni
technologie, model zdlraziuje technickou stranku vyroby. Modelem pro linearni
programovani je moderni prumyslovy podnik se slozité strukturovanym vyrobnim
procesem. Vztahy mezi velicinami jsou v modelu zachyceny jako linearni, i kdyz
urcité nelinearni vazby jsou rovnéz mozné. Zajimavou teoretickou otazkou je, i kdyz
mimo toto srovnani, jaky model produkce se ukaze v budoucnu vhodné;jsi pro oblasti
sluzeb a informacnich technologii, které z narodniho hospodarstvi postupné vytlacuji
tradi¢ni odvétvi zemeédelstvi a prumyslu.
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Vyrobni faktory. Podle analyzy meznich veli¢in jsou vyrobni faktory k dispozici
v neomezeném mnozstvi. Jde o zasadni odliSnost od modelu linearniho programovani,
kde vyrobni faktory (vzdy alespon nékteré) jsou k dispozici v urcitém omezeném
mnozstvi, kter¢ je dano hodnotami b. Bez existence omezeni by uloha na maxima-
lizaci zisku vedla k nekone¢nému zisku. Lze jist€ namitnout, ze podminka absolutni
dostupnosti vsech faktorti je v ekonomické teorii pochopitelnd, avsak v ekonomické
praxi je stézi udrzitelna. Urcité uvolnéni podminek a ptiblizeni analyze meznich veli¢in
muizeme dosahnout tim, ze model zformulujeme tak, Ze existuje rozpo¢tové omezeni
C, které firma mize pouzit na nakup vyrobnich faktort. Firma sama tedy nastavuje
hodnoty pravych stran omezeni b, takZe mize stejn€ jako v modelu analyzy meznich
veli¢in dochdzet k substituci mezi vyrobnimi faktory.

Stanoveni optimalniho vyrobniho programu. V analyze meznich veliin se
rozhodnuti o vyrobnim programu tyka optimalniho substituéniho poméru mezi
vyrobnimi faktory z nekone¢ného poctu alternativ produkce. Optimum nastava, kdyz
mezni ptijmy z vyrobnich faktorti nakoupenych za jednu penézni jednotku jsou shodné.
V linearnim programovani spociva stanoveni optimalniho vyrobniho programu ve
vybéru z koneéného poctu dostupnych technologii (aktivit). Jelikoz je vSak tGroven
aktivit spojita, jevi se také zména v mnozstvi spotiebovanych faktord a v mnozstvi
vystupt spojite.

Vypocetni slozitost. 1 kdyz vypocetni slozitost vlastné neni soucasti modelu, je
ziejmé, ze zasadn€ ovlivituje vyuziti toho ¢i onoho modelového piistupu, at’ uz ve
vyuce ¢i v praxi. Analyza meznich veli¢in obvykle vychazi ze zdkladnich znalosti
o nalezeni volného a vazaného extrému (derivace a Lagrangeova metoda). RozSifovani
zakladniho modelu o dalsi predpoklady je vSak z hlediska praktickych vypocta velmi
rychle pomérné slozité. Pochopeni linearniho programovani je pon¢kud naroc¢néjsi,
avsak dalsi rozsifovani modelu o doplnujici predpoklady ve formé linearnich omezeni
je jiz pomérné snadné.

Teorie produkce, se kterou se kazdy student ekonomického sméru seznami
v ucebnicich ekonomie, je zaloZena na analyze meznich veli¢in. Dovolujeme si tvrdit, Ze
rovnocennou teoretickou alternativou pro model produkce je vyuziti linearniho progra-
movani. Pfirozen€, ze kazdy ptistup ma své vyhody i nevyhody. Pokud pfepokladame
moznost spojitych zmén a dokonalou zaménitelnost (substituci) ve vyrobé, bude ziejme
vhodnéjsi zvolit analyzu meznich veli¢in. V ptipadé, Zze vyrobni proces chapeme jako
rozhodnuti mezi urcitym koneénym poctem technologickych aktivit ¢i procest pii
omezeném mnozstvi zdrojli, pak bychom méli dat pfednost linearnimu programovani.
Nic vsak nebrani tomu vyuzit obou piistupt tak, aby se vhodné doplnovaly. Bylo by to
jisté obohacenim vyuky, které by rozsifilo znalosti studentli a navzajem je propojilo.

Je podle mne velkym paradoxem, Ze mnozi budouci ekonomové se s linearnim
programovanim sezndmi b&hem svého studia (napiiklad v kurzech operac¢niho
vyzkumu), nedozvi se vSak nic o tom, ze jde o matematickou metodu, kterd nemusi
slouzit jen pro feSeni uloh z managementu, ale jde téz o metodu ekonomické analyzy.
Alespont v pokrocilejsich ekonomickych kurzech by stdlo za to sezndmit studenty
s modely na bazi linearniho programovani.
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ALTERNATIVE PRODUCTION MODELS IN ECONOMIC THEORY

Abstract: In the paper, marginal analysis and linear programming are described and then
compared as two independent theoretical approaches to production theory. Although
marginal analysis dominates economic literature, we argue that linear programming
is an equivalent theory with some advantages and, of course, some disadvantages in
comparison to marginal analysis. Marginal analysis will be a more suitable choice if we
assume continuous changes and perfect substitution in production and unlimited capaci-
ties of production factors. On the other hand, linear programming describes production as
a combination of a finite number of available technologies with limited capacities of produc-
tion factors. However, the best choice is likely to combine both the approaches to comple-
ment one another. It is a paradox that many economic students know linear programming
from operational research or management science courses, but they have no notion that
linear programming is also one of the basic tools of quantitative economic analysis.

Keywords: production theory, production function, linear programming, marginal analysis
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