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Uvod

Dulezitym nastrojem pii rdznych vyzkumech v ekonomické sféte, naptiklad pfi
prizkumech trhu, jsou dotaznikova Setieni. Jejich pomoci jsou ziskavany nazory
a hodnoceni respondentti. Analyzované datové soubory se vyznacuji velkym zastou-
penim ordindlnich proménnych, coz je potfeba zohlednit pfi aplikaci statistickych
metod. Vzhledem k obvykle zna¢nému poctu proménnych je pii vicerozmérné
analyze velmi vyznamnym faktorem jeho redukce. Kromé vybéru nejvyznamnéjsich
proménnych (podle urcitého hlediska) hraji dalezitou roli metody slouzici k redukci
rozméru ulohy. Jejich vysledkem jsou odvozené proménné, které zachycuji vztahy
mezi puvodnimi proménnymi. Pii vicerozmérnych analyzach pak lze respondenty
charakterizovat pomoci mensiho poctu téchto odvozenych proménnych.

V ¢lanku se zaméfujeme na stanovovani skupin podobnych proménnych, které
mohou byt interpretovany jako faktory charakterizujici sledované objekty. K tomuto
ucelu mizeme vyuzit rizné metody, jejichZ vysledky nemusi byt stejné. V dal$im textu
navrhujeme jednak interpretovat ziskané vysledky pomoci fuzzy shlukové analyzy,
jednak tyto vysledky kombinovat do konec¢ného stanoveni skupin proménnych.
Soucasti navrzeného postupu je i zjisténi vhodného poctu skupin. Pro redukei dimenzi-
onality doporucujeme objekty charakterizovat pomoci proménnych, které reprezentuji
dané skupiny.
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Pro analyzu vztahli mezi proménnymi jsme vyuzili klasickou a diskrétni faktorovou
analyzu, shlukové modely latentnich tiid, kategoridlni analyzu hlavnich komponent,
metrické 1 nemetrické vicerozmérné skalovani. Pokud metody umoziiuji pii analyze
vychazet z matice podobnosti, byla vyuzita matice vytvorena na zakladé Kendallova
koeficientu potadové korelace. Jednotlivé metody a jejich rizné kombinace jsme porov-
navali pomoci kvality shluki, vytvofenych na zaklad¢ interpretace ziskanych hodnot
komponent (dimenzi) s vyuzitim fuzzy shlukové analyzy. Shluky byly hodnoceny
pomoci tii vybranych koeficienti.

Metody redukce dimenzionality jsme aplikovali na dva realné datové soubory
z dotaznikovych Setfeni s proménnymi na pétibodové a sedmibodové ordinalni Skale.
Vyuzili jsme ptitom programové systémy SPSS, STATISTICA a Latent GOLD. Fuzzy
shlukova analyza byla provadéna v systému S-PLUS. Vysledné piifazeni proménnych
do skupin bylo znadzornéno pomoci obrysového grafu.

Dalsi text je usporadan tak, ze v sekci 1 jsou nejprve strucné charakterizovany
vybrané statistické metody, které lze vyuzit k redukci dimenzionality, a jiné pouzité
postupy. V sekci 2 jsou popsany experimenty a jejich vysledky. Celkové zhodnoceni je
obsazeno v zavéru ¢lanku.

1. Pouzité metody a jejich specifikace

Zakladnimi metodami, které umoznuji redukovat dimenzi vektorii charakterizujicich
objekty zahrnuté do analyzy, jsou analyza hlavnich komponent (PCA — Principal
Component Analysis) a faktorova analyza (FA — Factor Analysis). Tyto metody
umoziuji nahradit vétsi pocet ptivodnich proménnych mensim poctem proménnych
latentnich, pficemz mezi plvodnimi proménnymi pfedpokladaji vzdjemné linearni
vztahy. Tradi¢ni model faktorové analyzy vychézi z pfedpokladu, ze latentni proménné
jsou spojité, normalné rozdélené ndhodné veliciny. Vypocty jsou zalozeny na korela¢ni
matici pro pivodni proménné. Pro Gcely tohoto ¢lanku jsme v systému SPSS vyuzili
matici vychazejici z hodnot koeficientu potadové korelace, viz nize.

Rozsahlou skupinou metod pro nalezeni skupin latentnich proménnych jsou
modely latentnich trid (t¢Z modely LC — Latent Class, ¢i LCA — Latent Class Analysis).
Z konkrétnich metod lze uvést shlukové modely latentnich trid (modely LCC — Latent
Class Cluster), modely diskrétni faktorové analyzy (modely LC DFactor, resp. zkracené
DFactor), analyzu latentnich charakteristik (LTA — Latent Trait Analysis), analyzu
latentnich profilu (LPA — Latent Profile Analysis), regresni modely latentnich trid
(modely LCR — Latent Class Regression). Vice o téchto metodach viz Vermunt (2005).
Pro ucely tohoto ¢lanku jsme v ramci systému Latent GOLD pouzili modely LCC
a DFactor.

Protoze metoda PCA je uréena pro analyzu kvantitativnich spojitych proménnych,
pro kategorialni proménné je vhodné vyuzit jinych postupti. Jednim z nich je katego-
rialni analyza hlavnich komponent (CATPCA — CATegorical Principal Component
Analysis), kterad transformuje kategoridlni proménné na proménné kvantitativni
a lze uvazovat i nelinearni vztahy mezi proménnymi. Analyzu pomoci stejnojmenné
procedury jsme realizovali v systému SPSS.
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Nekteré techniky redukce dimenze dat jsou zalozeny na projekci vicedimenzio-
nalniho prostoru do prostoru s mén¢ dimenzemi pii zachovani maximalni variability
dat. Kazdy z n objekti, charakterizovany vektorem hodnot p proménnych, je zobrazen
jako bod v k-rozmérmém prostoru, tak aby platilo £ < p. K t€émto metoddm patii jiz
vyse zminéna metoda PCA a dale vicerozmeérné skalovani (MDS — MultiDimensional
Scaling). Vybér k hlavnich os (dimenzi) v klasické metodé MDS je ekvivalentni
vybéru p hlavnich komponent v metodé PCA, viz napt. Hebak (2007). Metoda MDS je
zobecnénim faktorové analyzy. Zatimco FA se zamétuje na vztahy mezi proménnymi
a vychazi z korela¢ni matice, MDS mize vychazet z libovolné matice, ktera vyjadiuje
vztahy bud’ mezi proménnymi, nebo mezi objekty. Pro tcely tohoto ¢lanku jsme pouzili
procedury ALSCAL a PROXSCAL v systému SPSS a nemetrické vicerozmérné
Skalovani NMMDS v systému STATISTICA.

Metoda MDS (obdobné¢ jako nékteré metody shlukové analyzy) vychazi z matice
vzdalenosti (nepodobnosti, odliSnosti) pro vSechny kombinace dvojic objektd ¢i
proménnych. Tato vzdalenost miize byt vypoctena na zakladé podobnosti. Pro dvé
proménné lze jejich podobnost ohodnotit pomoci nékteré z mér vzajemné (symetrické)
zavislosti. Zakladni mirou podobnosti dvou kvantitativnich proménnych je vybérovy
Pearsontiv korela¢ni koeficient. Pro méfeni podobnosti ordinalnich proménnych lze
vyuzit Spearmandv ¢i Kendalltiv koeficient pofadové korelace, koeficient y ¢i 7,
pripadné symetrické Sommersovo d. Podrobny vycet mér pro riizné typy proménnych,
spole¢né s vypocetnim postupem, je uveden napf. v Rezankova (2009).

Pro aplikace popsané v tomto ¢lanku byl v ramci vSech tii vySe zminénych metod
vicerozmérné¢ho Skalovani a téz ve faktorové analyze pouzit Kendallitv koeficient
poradové korelace t,, zalozeny na porovnavani dvojic objektl a pocitany podle vzorce

. r-A
b= ,
JO+A+Y )T +A+Y)

(M

kde I' je pocet konkordantnich parti, A je pocet diskordantnich part, ‘¥, je pocet part,
které obsahuji stejnou hodnotu znaku X, ale riznou hodnotu X, ‘¥, je poCet par, které
obsahuji stejnou hodnotu znaku X, ale riznou hodnotu X,.

Zarazeni proménnych do skupin na zakladé ziskanych hodnot dimenzi (komponent)
bylo provedeno pomoci fuzzy shlukové analyzy. Pro spojovani vysledkl ziskanych
pomoci riznych metod do jediného vysledku byl vyuzit pristup CSPA (Cluster-based
Similarity Partitioning Algorithm).

1.1 Faktorova analyza

Cilem faktorové analyzy je nalézt k latentnich proménnych (faktori) F,i=1,2, ..., k,
ktere co nejlépe vysvetli zavislosti mezi p pozorovanymi proménnymi X, j= 1,2, ..., p.
Na rozdil od metody PCA, jez provadi ortogonalni transformaci vzdjemné linearné
zavislych proménnych, FA identifikuje statisticky model. Necht' X je p-rozmérny
nahodny vektor uvazovanych veli¢in s vektorem stfednich hodnot p, kovarianéni matici
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X a korelacni matici P. Model faktorové analyzy vychazi z této matice P a miizeme ho
zapsat ve tvaru

X=p+TF+E, ©)

kde F znadi k-rozmérny ndhodny vektor spolecnych faktorii, I' je matice faktorovych
zatezi typu p x k a E je p-rozmérny vektor specifickych (chybovych) faktori. Predpo-
klada se, ze spolecné faktory F; a specifické faktory €, jsou navzijem nekorelované
a maji nulovou stfedni hodnotu, tj. E(F)) = 0, E(g,) = 0 a Cov(F,E) = 0, Cov(F) =1
a Cov(E) = ¥ je diagonalni matice. Za téchto ptedpokladl lze kovarian¢ni matici
vstupni matice proménnych zapsat jako

X=IT"+W¥. 3)

Faktory F se interpretuji pomoci korelace s plivodnimi proménnymi X;. Korela¢ni
matici miizeme zapsat ve tvaru

P= D2+ T, “)

kde D je diagonalni matice, jejiz prvky jsou rozptyly pavodnich pozorovanych
proménnych, tj. D =diag (5, ,, ..., 0, ).
Faktorova analyza mize téz vychdzet z normovanych veli¢in Z; s nulovymi

sttednimi hodnotami a s jednotkovymi rozptyly. Uvedeny model pak zapiSeme ve tvaru
Z, =T"F+E, %)

ve kterém je rozdil pfedevsim ve vyznamu matice I'". Prvky této jsou matice korelac-
nimi koeficienty mezi proménnymi Xa faktory F, tj. P, .= I'". Faktory interpretujeme
pfimo pomoci faktorovych zatézi, vice o metodach napt. viz Hebak (2007).

Odhady v, I parametrit ¥, I' faktorového modelu
S, =TT +¥ (©6)

vychazeji z odhadu kovarian¢ni matice S, resp. z odhadu korela¢ni matice R. Pocet
parametri (stupnia volnosti) d = 1/2(p — k)* — 1/2(p + k) zaroven definuje horni hranici
poctu faktort, které miizeme modelem identifikovat. Pokud d = 0, existuje jednoznacné
feSeni. V praxi vSak vétsinou plati, Ze d > 0, a feSeni ziskame aproximacemi. Pro odhad
parametri se zejména pouzivaji tii postupy: metoda maximalni vérohodnosti, metoda
hlavnich faktori a metoda hlavnich komponent, jejichz vypocetni algoritmy jsou
uvedeny napt. v Mardia (1979). Pti analyzach, jejichz vysledky jsou uvedené v tomto
¢lanku, byl pouZzit tfeti postup.
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1.2 Modely latentnich tFid

Modely latentnich tfid (LC) ptedpokladaji, Ze existuje relativné maly pocet nepozo-
rovanych (skrytych) proménnych Y, kde i =1, 2, ..., k. Tyto latentni proménné stoji
v pozadi vzajemnych vztahll mezi sledovanymi proménnymi X, j = 1, 2, ..., p, kde X,
nabyva D; odlisnych hodnot. Modely LC se od sebe vzajemné lisi v poZadaveich na
typ a pravdépodobnostni rozdéleni pozorovannych a skrytych veli¢in, viz Vermunt
(2005).

Pro ucely tohoto ¢lanku jsou uvazovany modely, které piedpokladaji, ze
latentni proménné jsou diskrétni nadhodné veli¢iny. Uvazujme jednu nominalni
skrytou proménnou Y obsahujici £ tfid. Jednotlivé tfidy zna¢ime symbolem y, kde
v e {l, 2, ..., k}. Axiomem modelt LC je lokalni (podminénd) nezdvislost v tom
smyslu, ze pokud je uréena nalezitost vSech sledovanych objektli do jednotlivych tiid
latentni proménné, tyto latentni proménné jsou navzdjem nezavislé, viz Bartholomew
(2002). Lokalni nezavislost ndhodnych veli¢in X, Ize vyjadfit vztahem

P(X=x [y =y)=][P(X,= x|y = y). (7)

=

LC model je zalozen na predpokladu, Ze ziskana data byla vygenerovana ,,smési‘
pravdépodobnostnich rozdéleni. To Ize vyjadiit pomoci Bayesova vzorce Uplné
pravdépodobnosti:

iiX-x)=Y (=) (X-x| - ). ®

y=1

jinymi slovy, pravdépodobnost ziskani konkrétniho vektoru x je vazenym primérem

k
podminénych pravdépodobnosti P(X=x|Y=y),jejichZpocet je kakde ZP(Y =y)=L
y=l
Kombinaci vzorcl Uplné pravdépodobnosti a vzorce pro axiom lokalni nezavis-
losti ziskdvame klasicky LC model:

P(X=x ):Zk:P(Y:y)ﬁP(Xj:xj|Y=y). ©)

y=1 Jj=1

Odhady velikosti tfid estP(y) = m a odhady podminénych pravdépodobnosti hodnot
x; v jednotlivych tridach, tj. P(X; = x, | Y=y)= v, , ziskdvame metodou maximalni
vérohodnosti.

Pouzity model LCC piedpoklada takovyto piipad s jednou nominalni skrytou
proménnou Y obsahujici £ tfid. Podle Vermut (2002) Ize tento model vnimat jako alter-
nativni modelovy pfistup ke klasickym nehierarchickym metodam shlukové analyzy
(k-priméri), kde jako miru podobnosti pouzivame odhad pravdépodobnosti.
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Druhy jiz vySe zminény model DFactor miZe obsahovat vice latentnich
proménnych (bindrnich nebo ordinalnich). V tomto ¢lanku jsou prezentovany vysledky
ziskané na zaklad¢ modelu se ¢tyfmi bindrnimi faktory, a to z divodu porovnatelnosti
s ostatnimi metodami, pro které byly jako optimalni vyhodnoceny pravé ¢tyti skupiny
proménnych.

1.3 Kategoridlni analyza hlavnich komponent

Standardni metoda PCA posuzuje vzijemné linearni vztahy mezi pozorovanymi
proménnymi. Algoritmus je navrzen tak, aby prvni zjisténa latentni proménna vysvét-
lovala co nejvice ptivodni variability. Tato latentni proménna — hlavni komponenta — je
vyjadiena vztahem

Y =o/(x—p), (10)

kde o je ortonormaélni charakteristicky vektor charakteristického ¢isla A, kovarianéni
matice X a p je vektor stfednich hodnot. Nasledné algoritmus hleda druhou linearni
kombinaci (druhou hlavni komponentu), ktera vysvétli co nejvetsi ¢ast zbyvajici varia-
bility, atd. Komponenty jsou ortogonalni (vzajemné nekorelované) a jsou vytvareny
postupné s klesajicim vyznamem dulezitosti. Jednotlivé prvky uréitého charakteris-
tického vektoru jsou vzajemné porovnatelné, nejsou vsak porovnatelné prvky z riznych
charakteristickych vektort. Pro leps$i srovnani je vhodné pouZit vektory komponentnich
zatezi

v, =, Ay =CX,Ty). (11

Tyto vektory jsou zaroven kovarianci j-t¢ proménné X; a r-t€ normované kompo-
nenty Y, ,, definovan¢ jako

Y
Yy =t x-p, (12)
x(r)

pficemZ Y,, maji jednotkové rozptyly.

Metoda CATPCA optimalnim Skalovanim transformuje kategorialni proménné na
proménné kvantitativni. Tato optimalizace (kvantifikace proménnych) vede k ziskani
optimalnich hlavnich komponent. Skaly jednotlivych proménnych se mohou ligit.
Nejsou kladeny zadné pozadavky na pravdépodobnostni rozdéleni proménnych. Tato
analyza, oproti standardni PCA, si navic dokaze poradit s nelinearnimi vztahy mezi
proménnymi. Jestlize se vSechny proménné fidi multinomickym pravdépodobnostnim
rozdélenim, CATPCA je identicka s vicerozmérnou korespondenéni analyzou.

Iterativni postup v SPSS (De Leeuw, 1976, IBM SPSS Statistics) 1ze shrnout nasle-
dovné. Proces je zahdjen tak, ze kazdému objektu je pfifazeno nahodné ¢islo (skore
objektu), neni-li definovano jinak. Matici skore objektli znac¢ime X. Poté je ziskdna
vazend ortonormalni matice X, * = WX tak, aby platilo

p'=MWX=0 a X'MWX=nm,I, (13)
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kde M, = LM, piicemz M, je diagonalni matice s prvky m;, , vyjadiujici vahy v,
Jednothvych promennych pro kazdy objekt (implicitn€ v, = 1, pokud vaha neni spemﬁ-
kovana). Dale W znaci diagonalni matici, jejiz prvky w;, jsou vahy jednotlivych objektl
(implicitn€ w, = 1 pro nevazZené objekty), n,, je soucet vah objektd a m,, je soucet vah
proménnych. Kvantifikace proménnych za¢ind vypoctem prvotni vektorové zatéze

X% (1= M, pu” W/(u™M, Wp)) b, (14)

kde h, je vektor indikatori kategorii pro j-tou proménnou.
Optimalni vektor komponentnich zatézi

+— AN T Y
at=n!Y'D’ (15)
a kvantifikované kategorie (hlavni komponenty) ptivodnich proménnych!
+ — xt ot T
Y=Y & (16)

ziskame metodou ALS (Alternating Least Squares). Pivodni odhad je vyjadfen jako
Y=D;' GT X, , kde G, je indikatorova matice j-t¢ proménné s prvky g, = 1, pokud i-ty
obj ekt nabyva r-té kategorie pro j-tou proménnou, a D, je diagonalni matice typu &, X k;
(k; je pocet kategorii j-t¢ promé&nné) vaZzenych sloupcovych soucti G, tj. D, = GjTWGj.

Dalsim krokem je optimalizace skore objektd, tj.
X*=(1- M,uu” W/(u"M.Wu)) Z, (17)

kde Z je pomocna matice ZM,G,Y,", ve které Y, souhrn€ znaci kvantifikace kategoru Y,
pro proménné s vicendsobnym nominalnim skalovamm a vektor hodnotya;" pro Jedno-
duché skalovani. Ortonormalni feSeni pro optimalizované skore objektd je nalezeno

pomoci prokrustovské rotace, viz CIiff (1996).

1.4 Metody MDS a NMMDS

Klasicky Torgersontiv euklidovsky model (metrickda metoda MDS), viz Torgerson
(1958), predpoklada shodu euklidovskych vzdalenosti d,, a mér nepodobnosti J,,
mezi i-tym a i’-tym objektem. Z matice D je mozné odvodit soufadnice proménnych
v redukovaném prostoru ve dvou krocich. V prvnim kroku se matice D transformuje
na matici skalarnich sou¢inii B (transformace vychazi z kosinové véty), kterou lze

maticove zapsat jako
B:—l[l 1 T}DZ[I—liiT} ; (18)
2 n n

1 Hodnoty hlavnich komponent pro jednotlivé kategorie pivodnich proménnych (centroid coordinates).
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kde n oznacuje pocet objektd, I je jednotkova matice typu n X n a i je sloupcovy vektor
obsahujici n jednicek. Ve druhém kroku je pak matice B rozlozena pomoci spektralniho
rozkladu na matici charakteristickych ¢isel a charakteristickych vektord. Matice
souiadnic X typu z x k£ mize byt vypoctena ze vztahu

X =VL', (19)

kde L oznacuje diagonalni matici nenulovych charakteristickych ¢isel matice B a V
matici odpovidajicich charakteristickych vektort.

NMMDS piedstavuje metodu pro odhad soufadnic objektl za méné omezu-
jicich podminek nez Torgersontv metricky model. Rozdil mezi metrickym a nemet-
rickym Skalovanim je ve zpisobu zachazeni s nepodobnostmi. V metrickém skalovani
se pracuje s jejich ¢iselnymi hodnotami, které vychazeji z euklidovského prostoru.
V nemetrickém Skalovani se bere v tivahu pouze poradi hodnot. Ozna¢me symbolem
aAlﬁ, odhad vzdilenosti mezi objekty o soufadnicich X; a X; v obecném Minkowského
prostoru, tj.

(20)

Zakladnim piedpokladem NMMDS je zachovani poradi vzdalenosti mezi body
v konfiguraci ;- , tj.

A

ity <dipzy << iy » ey

s poradim nepodobnosti , tj.

Birqty < Biray <o < By - (22)

Je ztejmé, Ze predpoklad zachovani poradi vzdalenosti a nepodobnosti je mnohem
mirngj§i nez predpoklad shody jejich numerickych hodnot. Nemetrické MDS tak
ocenime hlavné v situacich, kdy ptimé méteni objektii neni z jakéhokoli divodu mozné.

Nemetricky model hleda konfiguraci boda v prostoru s cilem minimalizace tzv.
ztratové funkce pomoci iterativniho algoritmu. Algoritmus za¢ina urCenim rozméra
matice soufadnic, pokracuje vypocétem tzv. disparit 9,2, za kterymi nasleduje vypocet
odhadli soufadnic X; a vzdalenosti mezi nimi c;’ii,. Na zavér se stanovuji hodnoty
ztratové funkce. Cely proces konci, je-li dosazeno pozadované hodnoty funkce stress,
nebo nastaveného poctu iteraci.

2 Disparita pfedstavuje funkéni hodnotu vzdalenosti mezi objekty, tj. Sii, =f (&”) Jsou odhadovany tak, aby

byly co nejblize vzdalenostem d .+ apfitom zachovavaly podminku monoténnosti vzhledem k ptivodnim
nepodobnostem.

10
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V obecné roving je definovana ztratova funkce podle J. Kruskala, ktery ji ve svém
minimu nazval STRESS. Tuto funkci modifikoval a zavedl dalsi funkce, které jsou
minimalizovéany, napf. STRESS2:

> > (deb)

STRESS2= |-—" | (23)

T3]

kde c;’ odpovida aritmetickému primeéru vSech odhadnutych vzdalenosti mezi objekty
v konfiguraci. Vice k tomuto tématu viz Hebak (2007).

1.5 Fuzzy shlukova analyza

Pti shlukové analyze jsou objekty (v nasem piipad¢ proménné) pritazovany do urcitého
poctu shlukti. Obvykle se postupuje tak, Ze se objekty ptitadi do riznych poctl shluk
z urcitého intervalu a nasledné se pomoci riznych kritérii vyhodnocuje, ktery pocet
je vyhodngjsi. Tato ¢innost vétSinou spociva na uzivateli, vyjimecné je stanoveni
vhodného poctu shlukt soucasti metody shlukovani.

Pti fuzzy shlukové analyze se pocitaji stupné ptislusnosti u,, jednotlivych objektt
k jednotlivym shlukiim. Pro tyto stupné ptislusnosti plati, ze

k n
ZMih =1proi=1..,n a Zuih >0 pro h=1 ..k,
h=1

i=1

kde u,, hodnoti zatazeni i-t¢ho objektu k A-tému shluku a £ je pocet shlukd. Jednou
z vyhod uvedeného piistupu je, ze na zakladé stupnt piislusnosti Ize pro kazdy shluk
stanovit typicky objekt (resp. objekty).

Existuje fada metod pro stanoveni hodnot u,,. Pro G¢ely tohoto ¢lanku byla pouzita
metoda FANNY, ktera je implementovana v systému S-PLUS. Stupné ptislusnosti se
ziskaji minimalizaci uc¢elové funkce

k Zl: Zl utzhu fh dtJ
FANNY z — > (24)
=t 22 ulh

kde d;; je znama (spoctend) vzdalenost (obvykle euklidovska) mezi i-tym a j-tym
objektem.

Zakladnim koeficientem pro stanoveni vhodného poctu shlukl v ptipadé fuzzy
shlukovani, ktery je implementovan v soucasném softwaru (systém S-PLUS), je koefi-
cient rozkladu, vyjadiujici miru piekryti mezi shluky. V systému S-PLUS je nazyvan
Dunnuv koeficient rozkladu. Tento index se pocita podle vzorce

11
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1 n k

Tpuny :;Zzuzzh (25)

i=l h=l

a nabyva hodnot z intervalu <1 / k; 1>. Muzeme rozlisit dvé extrémni situace:

1. dplné fuzzy shlukovani: vSechna wu, = l:>1 DUNN = nkLzzl R
L e , ., k nk” k
2. pevné (disjunktni) shlukovani:
pro jedno u,, plati, ze u, =1, "
pro vSechna ostatni: u, = 0 =,y =—=1.
n

Ze zadaného intervalu poctu shlukl je vybran takovy, pro ktery dosdhl Dunntv
index nejvyssi hodnoty. Protoze vSak se zménou poctu shlukli se méni také interval,
v némz se mize hodnota koeficientu nachazet, je 1épe porovnavat hodnoty normali-
zovaného koeficientu rozkladu, ktery je rovnéz pocitan v systému S-PLUS, a to podle
vzorce 1

Ja =
POk _ KT pypy =1 ) (26)
l—l k-1

! —_—
IDUNN -

Uvedenou upravou ziskavame hodnoty z intervalu (0;1). Pomoci Dunnova
koeficientu lze také porovnavat rizné metody, na jejichz zakladé byly shluky
vytvoreny. Jako lepsi je vyhodnocena ta metoda, pro kterou dosahl Dunniiv index
vys$i hodnoty.

Kromé Dunnova koeficientu rozkladu jsme pro hodnoceni ziskanych shlukt pouzili
obrysovy koeficient, ktery souvisi s obrysovym grafem, rovnéz vyuzitym v tomto
¢lanku. Jak graf, tak koeficient Ize ziskat v rdmci systému S-PLUS, a to nejen pro fuzzy
shlukovou analyzu. V obrysovém grafu jsou jednotlivé objekty zndzornovany pomoci
obdélnikd, jejichz $itka je dana hodnotou .. z intervalu <—1;1>, viz nize. V ptipadé
kladné hodnoty se obdélnik zakresluje vpravo od osy Y, v ptipade zaporné hodnoty pak
vlevo. Zapornymi hodnotami v piipad¢ fuzzy shlukové analyzy mohou byt ohodnoceny
objekty, pro které je mira ptislusnosti ptiblizné stejna pro dva ¢i vice shluk. Je-li je ve
shluku pouze jediny objekt, pak v, = 0, a tudiz se zadny obdélnik nezakresluje.

Vypocet hodnot , se provadi podle vzorce

g, =— (27)
max {1, ;

kde n, je primérna vzdalenost i-t¢ho objektu od ostatnich objekti nachazejicich se ve
stejném shluku a p, je minimum z primeérnych vzdalenosti i-t¢ho objektu od objektii

12



AOP 19(1), 2011, ISSN 0572-3043

kazdého dalsiho shluku, tj.,m,= Y. d; /(ng—l) u, =minh¢g{2d{j /n,,} kde C,,

JjeCy JjeC,

resp. C,, je oznaceni g-tého, resp. h-t¢ho shluku a n,, resp. n,, je pocet objektl v g-tém,
resp. A-tém shluku.

Obrysovy koeficient je definovan jako primémaé $itka obdélniki, tj. V. Vyssi
hodnoty tohoto koeficientu vyjadiuji lepsi rozdéleni objektii do shlukii. Piiklad viz
napf. Rezankova (2009).

1.6 PFistup CSPA

V praxi jsou feSeny piipady, kdy jsou ziskana rtzna pfifazeni objektti do skupin
(napriklad na zakladé rtiznych skupin proménnych) a cilem je ziskat jeden vysledny
zpusob pfifazeni. Za timto ucelem byly navrzeny nékteré ptistupy, viz Punera (2007).
Pro kombinovani ptitazeni proménnych do shlukil ziskanych na zaklad¢ rtiznych metod
pro redukci dimenzionality jsme vyuzili jeden z nich.

Predpokladejme, ze bylo ziskano » rozkladd (zpusobil piitazeni proménnych do
slupin). Ozna¢me symbolem @ stupefi piisluSnosti i-t¢ho objektu k A-tému shluku
v g-tém rozkladu. Pokud by tyto stupné ptislusnosti byly pouze hodnoty 0 a 1, jednalo
by se o pevné shlukovani. Pro takové ptipady lze vyuzit napiiklad metodu CSPA
(Cluster-based Similarity Partitioning Algorithm), ktera je zalozena na matici podob-
nosti A = (1/r)UU".

Pro kombinovani vysledka fuzzy shlukové analyzy byla navrzena metoda sCSPA
(soft version of CSPA), viz Punera (2007). Pti ni se jako matice podobnosti vyuziva bud’
matice UUT, nebo matice vzdalenosti vytvorena na zaklade euklidovskych vzdalenosti.
Ve druhém zminéném piipad€ je vzdalenost mezi i-tym a j-tym objektem vypoctena
podle vzorce

r kK9
d, = \/ZkZ(u;f)—u;g’)z . 28)

q=1 h=l

Na zaklad¢ vytvorené matice vzdalenosti mohou byt objekty shlukovany do
k shlukti vhodné zvolenou metodou. Pii analyzach pro ucely tohoto Clanku jsme
aplikovali tento druhy uvedeny zpusob.

Pro kombinovani vysledkii v ramci nasich analyz byla horizontalnim spojenim
jednotlivych vyslednych matic stupnti piislusnosti proménnych do shlukt ziskanych
pro jednotlivé metody vytvofena nova vstupni matice. Na jejim zaklad¢ byla provedena
fuzzy shlukova analyza s vyuzitim euklidovskych vzdalenosti, tj. vzorec (28). Pomoci ni
byla ziskana jednak kone¢na matice stupnt pfislusnosti, jednak jednoznacné ptitazené
proménnych do skupin vzdy na zéklad¢ nejvyssi hodnoty ptislusnosti.

13
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2. Aplikace na realna data a vyhodnoceni

Metody popsané v sekci 1 jsme aplikovali na dva redlné¢ datové soubory. Nejprve
jsme na zéaklad¢é prazkumu nazvaného ,, Vyzkum percepce policisty (vyzkum z roku
2006, 356 respondenttl, viz Moulisova, 2009) analyzovali soubor dat 24 proménnych
charakterizujicich typického policistu®. Tento soubor byl pracovné nazvan ,,Policisté*.
Respondenti vyjadfovali sva hodnoceni na pétistupnové skale od 1 (nejpozitivnéjsi
hodnoceni) do 5 (nejvice negativni hodnocenti).

Dale jsme na zakladé prizkumu nazvaného ,, Aktivni Zivotni styl vysokoskoldakii
(studentiy FEL CVUT v Praze)“ (prizkum z roku 2008, 1453 respondenti, viz Valjent,
2010), dale jen ,,Studenti®, analyzovali soubor dat 15 proménnych vyjadfujicich
spokojenost s riznymi aspekty studentského zivota*. Respondenti vyjadiovali svou
spokojenost na sedmistupniové Skéale od 1 (absolutné nespokojeny) do 7 (absolutné
spokojeny).

V ramci metod FA a CATPCA byly pro oba datové soubory jako optimalni
vyhodnoceny ¢tyii komponenty (latentni proménné, dimenze). Z diivodu porovnatel-
nosti jsme u vSech ostatnich metod zadavali analyzu rovnéz pro Ctyfi komponenty.
Abychom identifikovali skupiny podobnych proménnych na zakladé¢ vysledkt (kompo-
nentnich zatézi, faktorovych zatézi), které jsme ziskali vySe zminénymi metodami,
interpretovali jsme tyto vysledky pomoci fuzzy shlukové analyzy implementované
v systému S-PLUS, viz Rezankova (2009), Rezankova (2010). Byly porovnavany
vysledky shlukovani do dvou, ti a ¢tyt shluki. Ziskané shluky byly hodnoceny pomoci
obrysového koeficientu, Dunnova koeficientu rozkladu a jeho normovaného tvaru.

Pii analyze proménnych ze souboru Policisté ziskala podle vSech tii koeficientl
nejlepsi hodnoceni metoda LCC pii vytvoreni dvou shlukti (hodnota obrysového koefi-
cientu 0,47, Dunnova koeficientu rozkladu 0,65 a jeho normovaného tvaru 0,3). Podle
této metody by byly doporuc¢eny dva shluky. Podle metod FA a CATPCA bychom
mohli doporudit shluky ¢étyfi. Pfi rozdéleni proménnych do ctyi shlukti se hodnoceni
metod lisilo v zavislosti na pouzitém hodnoticim koeficientu, viz tabulka 1. Podle
obrysového koeficientu byla nejlépe hodnocena metoda CATPCA (metoda normovani
vprincipal), podle Dunnova koeficientu rozkladu (jak zakladniho, tak normovaného
tvaru) metoda LCC. V potadi tfeti metodou byla faktorova analyza (metoda rotace
varimax). Navrzeny postup analyzy se neosveédcil pro vicerozmérné skalovani, kde pro
¢tyfi shluky byly miry pfislusnosti proménnych ke shlukiim ve vSech ptipadech 0,25,
takze hodnota Dunnova koeficientu rozkladu vysla také 0,25, cemuz odpovida nulova
hodnota normovaného tvaru.

3 Dotaznik byl zaméfen na zjistovani toho, jak je vidén typicky policista a jaka je piedstava o jeho idealnich
kvalitach. Respondenti netvofili homogenni a reprezentativni soubor. Slo 0 286 studentii Policejni akademie
CR, 48 studentd nepolicejnich typt §kol a 22 ostatnich osob. V tomto vybérovém souboru bylo 177 muzi
a 179 zen. Pokud jde o vek, pak median byl 22 let, primér 24,8 let, ale rozpéti bylo od 16 do 63 let.

4 Vyberovy soubor obsahoval 1074 muzii a 312 Zen, ve véku od 18 do 30 let s primérem 22,1 let a medianem
22 let. Slo o studenty 1. az 6. roéniku magisterského studia (nejvice z 2. roéniku — 650) a doktorandy.
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La::il:::e:li pfifazeni proménnych do 4 shluki ziskanych riznymi metodami pro soubor
Policisté
Kritéria pro hodnoceni vysledkt shlukovani
Metods obrysowy | odideny | "umnin
rozkladu koeficient
ALSCAL 0,21 0,25 0,00
DFactor 0,33 0,37 0,16
LCC 0,38 0,41 0,22
FA (metoda rotace: varimax) 0,38 0,33 0,11
CATPCA (metoda normovani: vprincipal) 0,40 0,39 0,18
NMMDS 0,19 0,25 0,00
PROXSCAL 0,02 0,25 0,00
Kombinace vSech metod 0,43 0,46 0,28
Kombinace vSech metod vyjma ALSCAL a PROXSCAL 0,43 0,46 0,28
Kombinace metod DFactor a LCC 0,53 0,56 0,41
Kombinace metod DFactor, CATPCA a NNMDS 0,47 0,49 0,33

Pramen: Vlastni analyzy, data viz Moulisova (2009).

.Il:lit::lllzlcl::eil’ pFifazeni proménnych do 4 shluki ziskanych riznymi metodami pro soubor
Studenti
Kritéria pro hodnoceni vysledkt shlukovani
Metods obrysowy |\ ociciens | "Dumnin
rozkladu koeficient
ALSCAL 0,32 0,37 0,17
DFactor 0,48 0,52 0,36
LCC 0,45 0,54 0,39
FA (metoda rotace: varimax) 0,49 0,51 0,35
CATPCA (metoda normovani: vprincipal) 0,46 0,50 0,33
NMMDS 0,33 0,36 0,14
PROXSCAL 0,27 0,29 0,05
Kombinace v8ech metod 0,46 0,45 0,27
Kombinace vSech metod vyjma ALSCAL a PROXSCAL 0,47 0,45 0,27
Kombinace metod DFactor a LCC 0,39 0,43 0,24
Kombinace metod CATPCA a NNMDS 0,60 0,65 0,53
Kombinace vSech metod vyjma DFactor a LCC 0,58 0,63 0,50
Kombinace metod DFactor, CATPCA a NNMDS 0,59 0,66 0,54

Pramen: Vlastni analyzy, data viz Moulisova (2009).
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Pii analyze proménnych ze souboru Studenti byla na zékladé vSech pouzitych
metod nejlepsi hodnoceni dosazena pti shlukovani do ctyf shlukt. Podle obrysového
koeficientu byla dosazena nejvyssi hodnota u faktorové analyzy, za niz nasleduji metody
DFactor a CATPCA, podle Dunnova koeficientu byla nejlépe hodnocena metoda LCC,
za niz nasleduje metoda DFactor, viz tabulka 2.

Dale jsme kombinovali vysledky rtiznych skupin metod s cilem ziskat pfifazeni
proménnych do shluki na zékladé vice metod soucasné. Za timto ucelem jsme
aplikovali soft verzi algoritmu CSPA. Spojenim matic stupiiti piislusnosti ziskanych
z fuzzy shlukové analyzy pouzité pro interpretaci vysledkd jednotlivych metod jsme
ziskali vstupni matici pro naslednou analyzu opét pomoci fuzzy shlukovani. Vysledné
shluky jsme rovnéz hodnotili podle jiz zminénych koeficientti. Porovnavali jsme
zejména vysledné shlukovani do ¢tyi shlukt. V tabulkach 1 a 2 jsou uvedeny nejzaji-
mav¢jsi ziskané vysledky.

Na zakladé souboru Policisté byla vyhodnocena jako nejlepsi kombinace metod
DFactor a LCC (podle vsech koeficientli), na zakladé souboru Studenti to byla podle
obrysového koeficientu kombinace metod CATPCA a NMMDS a podle Dunnova koefi-
cientu jeste roz8ifent této dvojice o DFactor (rozdil v hodnotach je vSak pouhd jedna setina).

Pritazeni proménnych do shlukd na zékladé zminénych kombinaci metod je
znazornéno pomoci obrysového grafu na obrazcich 1 (soubor Policisté) a 2 (soubor
Studenti). Skupindm proménnych lze pfifadit urcité zobecnéni. Z grafu Ize také vycist,
ktera proménna nejvice danou skupinu ,,reprezentuje” (odpovida ji nejvyssi hodnota
koeficientu ptislusnosti do daného shluku).

Obrazek 1

Zaiazeni proménnych ze souboru Policisté do étyf shlukii na zdkladé metod
DFactor a LCC

pratelsky-nepratelsky
skromny-duleZity
citlivy-necitlivy
ctizadostivy-liny
mirumilovny-nésilny
sympaticky-nesympaticky
rychly-pomaly

silny-slaby

twrdy-jemny
aktivni-pasivni
laskavy-hruby
statecny-zbabély
nestranny-zaujaty
vychovany-nevychovany
dba na zékon-nedba na zakon

fér-nefér
odpovédny-neodpovédny
Gestny-necestny
inteligentni-neinteligentni
poctivy-nepoctivy
spravedlivy-nespravedlivy
pracovity-nepracovity
bystry-hloupy
dobry-Spatny

I
0.4 0.6 0.8 1.0
Sitka obdélnikd yi

o
S
o
N

(priméma $ifka obdéinikd : 0.53)

Pramen: Vlastni analyzy, data viz Moulisova (2009).
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V souboru Policisté mizeme rozliSit skupinu tykajici se predev§im lidskych
vztahti (prvni shluk), v nichz je zékladni proménnd vyjadiuje nazor na to, jak je typicky
policista ptatelsky. Druhy shluk zachycuje zejména silu a aktivitu a zdkladni proménna
vyjadiuje nazor na to, jak je typicky policista silny. Tteti skupina zachycuje vlast-
nosti souvisejici s tim, aby byly dodrzovany zakony, a zakladni proménna vyjadiuje
néazor na to, jak je typicky policista odvazny. Ctvrty shluk seskupuje morélni vlastnosti
a zédkladni proménna vyjadiuje nazor na to, jak je typicky policista férovy.

Obrazek 2

Zafazeni proménnych ze souboru Studenti do étyF shluki na zidkladé metod
CATPCA a NMMDS

vzhled
telesna vaha
télesna zdatnost

zdravotni stav

spolecenské uznani I:l

bytova situace
pratelé

rodinny Zivot
celkova kvalita Zivota
volny ¢as

finance

spokojenost se sexudlinim Zivotem

spokojenost s Zivotnim partnerem

studium vSeobecné
studijni wsledky

I I T I I I
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 10

(Prtmérna $itka obdélnika: 0.6) Sifka obdélniki i

Pramen: Vlastni analyzy, data viz Valjent (2010).

V souboru Studenti mtizeme v ramci Ctyf shlukl rozlisit skupinu proménnych,
které se tykaji fyzického vzhledu a zdravi. Tato skupina je reprezentovana proménnou
tykajici se spokojenosti se vzhledem. Druha skupina se tyka rodinného zazemi, kvality
zivota, volného Casu a finan¢ni situace. Reprezentuje ji proménna tykajici se kvality
bydleni. Tteti skupina vyjadiuje spokojenost se sexem a s zivotnim partnerem (spoko-
jenosti jsou ziejmé velmi podobné hodnoceny) a Ctvrtd se tyka studia a studijnich
vysledki (i v tomto piipade se odpovédi na tyto dve otazky zfejmé dosti Casto shoduji).
Z obrazku 2 je dale zfejmé, ze jedna proménna je obtizné zataditelnd do n¢kterého ze
ctyt shluk, 1 kdyz je ptitazena k prvnimu z nich. Tato proménna vyjadiuje spokojenost
s uspéchem a uzndnim od ostatnich, coz se mtize tykat i jinych oblasti, nez je fyzicky
vzhled.
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Zavér

Ziskané poznatky z analyzy pouze dvou souborl sice nelze zobecnit, mohou vsak byt
vychodiskem pro analyzy a sméfovani dalsitho vyzkumu. Shrneme-li zde uvedené
poznatky, pak interpretace ziskanych hodnot komponentnich (faktorovych) zatézi,
resp. soutadnic, pro jednotlivé metody pomoci fuzzy shlukové analyzy se neosvédcila
u metod vicerozmérného skalovani, pro které hodnotici koeficienty nabyvaly nizsich
hodnot ve srovnani s ostatnimi metodami. Jako uzite¢né se vSak ukazaly kombinace
vysledkti metod vicerozmérného skalovani a nékterych jinych metod.

Kombinaci vysledkli metod mizeme docilit vyssich hodnot sledovanych koefi-
cientti, nemusi tomu v8ak byt vzdy. Naptiklad u souboru Studenti hodnotici koeficienty
pro kombinaci metod DFactor a LCC dosahly nizsich hodnot, nez vysly hodnoty koefi-
cientl hodnotici vysledky ziskané pouze pomoci samostatnych metod.

Z raznorodosti vysledkil je ziejmé, ze pii zpracovani dat z prizkumi nelze spoléhat
pouze vysledky jedné metody. Analyza pomoci vice metod by méla byt aplikovana
zvlasté v pripadé, kdy u neékteré z metod nejsou splnény predpoklady pro jeji pouziti,
jak je tomu u faktorové analyzy, ktera je urCena pro kvantitativni proménné.

V dalsim badani bychom se chtéli zaméfit na vliv pouzitych mér zavislosti na
vysledné zatazeni proménnych do skupin, na analyzu datovych souborid s binarnimi
a nomindlnimi proménnymi a s proménnymi riznych typi. Jako dal$i zajimavy smér
vyzkumu se jevi zkoumani odlehlych proménnych, které v rdmci fuzzy shlukové
analyzy nejsou identifikovany, tj. v ivahu pfipada vyuziti novéjSich metod shlukovani.
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COMPARISON OF DIMENSIONALITY REDUCTION METHODS APPLIED
TO ORDINAL VARIABLES

Abstract: Questionnaire survey data are usually characterized by a great amount of
ordinal variables. For multivariate analysis, it is suitable to reduce task dimensionality. The
aim of this paper is a comparison of the results obtained by the analysis of data files with
ordinal variables using selected methods for dimensionality reduction. The results are in
the form of individual component values (e.g. factor loadings). For better interpretation and
comparability, these component values were consequently analyzed by fuzzy clustering.
On the basis of the obtained clusters of variables, we determined the optimal number of
dimensions. We applied silhouette and Dunn’s partition coefficients. Furthermore, we tried
to merge the results received by individual methods on the basis of the sSCSPA technique
(soft version of cluster-based similarity partitioning algorithm). We considered groups of
different methods and searched the best solution. The problems are illustrated by means
of two real data files obtained from questionnaire surveys. We used SPSS, STATISTICA,
Latent GOLD and S-PLUS systems.

Keywords: categorical principal component analysis, multidimensional scaling, latent
class cluster models, discrete factor analysis, fuzzy cluster analysis
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