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Asymptotické pravdépodobnostni rozdéleni
vybérového maxima

,*
Jana Kahounova

Teorie extrémnich hodnot byla nej¢astéji pouzivana pro modelovani rozdéleni riiz-
nych prirodnich jevl jako jsou destové srazky, vétrné poryvy, zaplavy, znecisténi vzduchu
apod. Rozdé€leni vybérového maxima nas zajima napf. pii analyze vlivu maximalni tihy
sn¢hu na stavebni konstrukce, pfi studiu unavy nebo pevnosti materialu nds mize zajimat
rozdéleni vybérového minima. Teorie extrémnich hodnot vznikla na zékladé praktickych
potieb zejména astronomd, hydrologl a techniki. Nejprve ptitahovala pozornost matema-
tikli, zabyvajicich se teorii pravdépodobnosti a pozdéji i statistikd. V soucasné dobé tato te-
orie nachazi uplatnéni i v ekonomické oblasti, vyuziva se napf. jako metoda modelovani
a méteni extrémnich rizik ve finanéni sféfe.

Jako rozdéleni extrémnich hodnot jsou obecné uvazovany tii systémy rozdélent, které
jsou popsany distribucni funkci F(x):

Typ 1 — Gumbelovo rozdéleni

x—ao

F(x)=exp —ei B } —00 <X <0, )

Typ 2 — Fréchetovo rozdéleni

F(x)=0 , x<a, (2)
—k
X—o
=exp , X20.
{5)
Typ 3 — Weibullovo rozdéleni
k
F(x)=exp {oc[;xj , x<a, 3)
=1 , X>a,

kde a, > 0 a k> 0 jsou parametry. Tato rozdéleni jsou také nékdy nazyvana Fisherova —
Tippettova rozd€leni extrémnich hodnot (Fisher — Tippett theorem viz napf.
Embrechts [1]).

V tomto ¢lanku se budeme podrobnéji zabyvat Gumbelovym rozdélenim (normalizo-
vaného) vybérového maxima (1). Uvazujeme posloupnost nezavislych, identicky rozdéle-
nych ndhodnych veli¢in X;,i=1,2, ..., n, ... s distribu¢ni funkei F(x). Vybérové maximum
je pofadkova statistika X = X,y = max(X;, X, ..., X,), n =2 1. Rozd¢leni extrémnich hodnot
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byla odvozena jako limitni rozdé€leni nejvétsich (nebo nejmensich) hodnot ndhodného vy-
béru o rozsahu n — 0. Za timto ti€elem je tfeba provést linearni transformaci s koeficienty,
které zavisi na vybérovém rozsahu. Tento proces je analogicky s normalizaci, kterd se
pouziva pii diikazu centralniho limitniho teorému.

Nahradime-1i X ve vztazich (1) az (3) veli¢inou (— X), jedna se o rozdéleni vybérového
minima, tj. pofadkové statistiky X, = min(X;, X, ..., X,). Toto rozdéleni patii rovnéz mezi
rozdé€leni extrémnich hodnot.

Gumbelovo rozdéleni vybérového maxima

S prihlédnutim k (1) ma hustota pravdépodobnosti Gumbelova rozdéleni tvar

f(x)=l;e b exp{—e b ], —00 <X <, @)
—00 < QL <00,
0<B<oo.
Jestlize = 0 a f = 1 nebo ekvivalentné, provedeme-li transformaci ¥ = X-a dosta-
vame rozdéleni (1) ve standardnim tvaru s distribu¢ni funkei
F(y)=exp(-e "), (5)
resp. s hustotou pravdépodobnosti
f(y)=exp(-y-e”), —o<y<ow (6)
Pak ndhodna veli¢ina
Z:exp(—X _aj =e”
p
ma ziejmé exponencialni rozdéleni s hustotou pravdépodobnosti
f(z)=e7, z20. 7

Momentovou vytvotujici funkci nahodné veli¢iny Y s pomocnou proménnou ¢ 0znaci-
me symbolem my(?) a pro tuto funkci plati

1x-a) X-a \ x
my(t):E{e b ]:E[e ﬁ] :E(Z”):.[z”e’zdzzl“(l—t),t<L ®)

0

Momentova vytvorujici funkce ndhodné veliCiny X =BY +a je tedy

m, (z):E[e“BY*“) ] =e“m, (1B)=e"“T(1-1B), [tp<L )
Vytvotujici funkce kumulanti ndhodné veli¢iny X pak je
ky(t)=Inm,(t)=ta+InT(1-2B). (10)
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Pomoci funkce (10) ur¢ime kumulant 1. fadu, tj. stfedni hodnotu E(X)

()
rqa)

K () =) =K, (0 =a+ £ T (1=1B),y =a=B () =a—puy().

Funkce y(x) je tzv. digamma funkce
I'(x)
[(x)

() =L in () =
dx
a (1) je digamma funkce v bod¢ x = 1, pficemz y (1) =I"'(1) = —y, kde vy je Eulerova —
Mascheroniho konstanta y =0,57722. Takze
K, (X)=a+By=a+0,577224. (11)
Obdobn¢ kumulant 2. fadu
6 () =2 ST (=iB) o = (), (1)
kde v, (x) je tzv. trigamma funkce definovana vztahem
2

v ()=o)

a vy, (1) je trigamma funkce v bodé x = 1

2

v (="
takze
KZ(X)ZBzTCZ. (12)
6
Rozptyl D(X) ur¢ime pomoci znamych vztahti
E(X?)=x,(X)+[, (X)] (13)
D(X)=E(X*)—E*(X). (14)

Dosazenim (11) a (12) do vztahu (13) dostavame

BZTEZ

E(X?)= +(au+Py)’ (15)
a podle (14)
pn’ 2 2 pn’ 2
D(X)= p +(a+Py) —(a+Py) =x,(X)= p =1,644933". (16)
Obecné pro kumulant r-t¢ho fadu plati
K, (X)=(P) vy, (D), r=2, a7)
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kdey, , (1) je polygamma funkce (» — 1). fadu (definovand jako r-td derivace pfirozené¢ho
logaritmu gamma funkce) v bodé€ x = 1.

Obecné momenty, resp. momentové charakteristiky Gumbelova rozdéleni miizeme
stanovit i ,,klasickym zptisobem*. Pro n-ty obecny moment plati

E(X"):éTx"eB_ exp[—e‘; de. (18)

-0

u :exp( a[;xJ

E(X"):—f(a —Blnu)"e™"du :.T(oc—ﬁlnu)"e’“du =Z(ZJ(—1)ka"kBkT(1nu)ke"du =

k=0

=X(Zj(_l)k“"_kﬁkl“ (19)

Uvazujeme-li v (18) substituci

dostavame

kde

I, = (—l)kT(ln u) e du=(-1)'T“ (1), (20)

I'“ (u) je k-ta derivace gamma funkce, jsou tzv. Eulerovy — Mascheroniho integraly.

Jestlize k=0, pak
I, = j e "du=l,
0

1, :J‘lnue’“du =,
0

0 2
I, =|(Inu 2e'“du—z-i-n—,
) j (Inu) =+
takze podle (19) dostavame

E(X):aj e"‘du—Bf Inue™ du = o.+ Py,
0 0

© © © 2
E(X2)=azje*“du—2aBj1nue*“du+sz(1nu)2e*“du =a’ +20L[3y+B2[y2 +“6J=
0 0 0

B2TC2

6

=(a+Py)’ +

a rozptyl D(X) je (16).
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Odhad kvantilu asymptotického rozdéleni maximalni ztraty

Z internich zdroju jisté banky mame k dispozici n =252 nezavislych pozorovani ztraty
v K¢, kterd vznikla v disledku technickych havarii a Zivelnych pohrom. Jedna se o ztraty
zpusobené prirodnimi katastrofami, krizovymi stavy, selhanim transportu a externim se-
lhanim telekomunikaci, dopravnimi nehodami apod.

Z vybérovych dat byl stanoven vybérovy prameér
X =63 091,6000

a vybérova smérodatna odchylka

s =66 184,0913.

Pro urceni odhadu kvantilu rozdéleni maximalni ztraty je tieba nejprve odhadnout pa-
rametry a a f rozdéleni (4).

Momentové odhady a" a f* ziskdme feSenim soustavy rovnic
Xx=a" +0,577223", 210

1
s2=—m2(B* )2,
) B

s vysledkem

N 22)
T
o =5_057722Y0s, (23)
TC

tj. v uvazovaném pripadé
BT =51 603,524,
o’ =33305,014.
Podle [2] je Raova-Cramérova dolni mez rozptyli nezkreslenych odhadd parametru o
1,10867B°

n
a parametru
0,60793p>
-

V [4] je dokazéno, Ze rozptyl odhadu o, resp. A je

2
D(a+):1,16783 ’
n
resp.
oy LIB?
D" )= .
n
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Relativni vydatnost odhadu a" je tedy 95%, zatimco u odhadu 8" je pouze 55%. Oba

odhady jsou konzistentni.
Metoda maximalni vérohodnosti vede k odhadtim s vyhodnymi vlastnostmi. Vérohod-

nostni funkce ma tvar
b exp[—Ze p J (24)
i=1

L(ap)=P"e

x; =G

n—zn:e_ p =0,
i=1

Maximalné vérohodné odhady &, B, jsou feSenim soustavy vérohodnostnich rovnic

—n[§+2(xi—ot{l—e P ]:O
i=1
Po tpravé
R ~ 1 n —%
&=BIn| ~>e | (25)
n -
Yxe !
B=x-—1— (26)

Rovnici (26) je tieba fesit numericky. Pouzili jsme Newtonovu metodu. Jako pocatec-
ni aproximaci 3, jsme zvolili momentovy odhad B* a jako zastavovaci podminku
‘B w1 —B k‘< 107", Newtonova metoda konvergovala rychle a stagilo provést 5 iteraci a

B=41447527.

Dosazenim hodnoty ﬁ do (25) ziskame
6 =35 448,540.

Kvantilova funkce Q(P) spojitych ndhodnych veli¢in je pro 0 < P < 1 inverzni funkci
(27)

k funkci distribu¢ni
O(P)=F"(P)

Tato funkce uddva piimo hodnoty kvantill x,, pro dosazend P. Jestlize distribu¢ni funkce
(28)

ma tvar (1), pak ziejmé
O(P)=a—-BIn(-InP)
(29)

a maximalné vérohodny odhad 100 P %-niho kvantilu
£(P)=6—-PIn(-InP), 0<P <1
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Chceme-li nyni odhadnout hodnotu, kterou maximalni ztrata banky nepiekroci s vysokou
pravdépodobnosti, feknéme 0,99, pak podle (29)

K90 =35 448,540 — 41 447,527 In(~ 1n0,99) =226 112,96.

Zavér

Teorie extrémnich hodnot se zabyva dvéma zakladnimi typy modelt. Jsou to modely
limitniho rozdéleni normalizovaného maxima (minima) a tzv. POT (peaks — over — thre-
shold) modely, coz jsou modely pro vSechna velka pozorovani, ktera piekro¢i urcity
vysoky prah (threshold).

V tomto ¢lanku se zabyvame Gumbelovym rozdélenim vybérového maxima. Tento
model byl aplikovan na rozdéleni ndhodné veli¢iny — maximalni ztrata banky, ktera vznikla
v dusledku technickych havarii a zivelnych pohrom. Cilem bylo odhadnout hodnotu, kte-
rou maximalni ztrata ,,prakticky jisté” (P = 0,99) neptekroci.
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Asymptotic Probability Distribution of Sample Maximum

Abstract

Extreme value theory is the most scientific approach to an inherently difficult problem — predicting the
possibility that an extreme event will occur. Broadly speaking, there are two kinds of models for extreme
values. The first group of models are models for a distribution of normalized maximum (minimum) of the
sequence of independent identically distributed random variables. The second, more modern, group of
models are the peaks-over-threshold (POT) models. These are models for all large observations which ex-
ceed a threshold. This paper is concentrated on the first type of model. Here, the maximum loss of a bank
caused by different technological accidents and natural disasters is treated.

Keywords: extreme value theory; Gumbel distribution; method of point estimation.
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