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Asymptotické pravdìpodobnostní rozdìlení

výbìrového maxima

Jana Kahounová
*

Teorie extrémních hodnot byla nejèastìji pou�ívána pro modelování rozdìlení rùz-
ných pøírodních jevù jako jsou deš�ové srá�ky, vìtrné poryvy, záplavy, zneèištìní vzduchu
apod. Rozdìlení výbìrového maxima nás zajímá napø. pøi analýze vlivu maximální tíhy
snìhu na stavební konstrukce, pøi studiu únavy nebo pevnosti materiálu nás mù�e zajímat
rozdìlení výbìrového minima. Teorie extrémních hodnot vznikla na základì praktických
potøeb zejména astronomù, hydrologù a technikù. Nejprve pøitahovala pozornost matema-
tikù, zabývajících se teorií pravdìpodobnosti a pozdìji i statistikù. V souèasné dobì tato te-
orie nachází uplatnìní i v ekonomické oblasti, vyu�ívá se napø. jako metoda modelování
a mìøení extrémních rizik ve finanèní sféøe.

Jako rozdìlení extrémních hodnot jsou obecnì uva�ovány tøi systémy rozdìlení, které
jsou popsány distribuèní funkcí F(x):

Typ 1 – Gumbelovo rozdìlení
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Typ 2 – Fréchetovo rozdìlení

F(x) = 0 , x < á, (2)
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Typ 3 – Weibullovo rozdìlení
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= 1 , x > á,

kde á, â > 0 a k > 0 jsou parametry. Tato rozdìlení jsou také nìkdy nazývána Fisherova –
Tippettova rozdìlení extrémních hodnot (Fisher – Tippett theorem viz napø.
Embrechts [1]).

V tomto èlánku se budeme podrobnìji zabývat Gumbelovým rozdìlením (normalizo-
vaného) výbìrového maxima (1). Uva�ujeme posloupnost nezávislých, identicky rozdìle-
ných náhodných velièin Xi, i = 1, 2, …, n, … s distribuèní funkcí F(x). Výbìrové maximum
je poøádková statistika X = X(n) = max(X1, X2, …, Xn), n � 1. Rozdìlení extrémních hodnot
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byla odvozena jako limitní rozdìlení nejvìtších (nebo nejmenších) hodnot náhodného vý-
bìru o rozsahu n � 	. Za tímto úèelem je tøeba provést lineární transformaci s koeficienty,
které závisí na výbìrovém rozsahu. Tento proces je analogický s normalizací, která se
pou�ívá pøi dùkazu centrálního limitního teorému.

Nahradíme-li X ve vztazích (1) a� (3) velièinou (– X), jedná se o rozdìlení výbìrového
minima, tj. poøádkové statistiky X(1) = min(X1, X2, …, Xn). Toto rozdìlení patøí rovnì� mezi
rozdìlení extrémních hodnot.

Gumbelovo rozdìlení výbìrového maxima

S pøihlédnutím k (1) má hustota pravdìpodobnosti Gumbelova rozdìlení tvar
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Jestli�e á = 0 a â = 1 nebo ekvivalentnì, provedeme-li transformaci Y
X
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váme rozdìlení (1) ve standardním tvaru s distribuèní funkcí

F y e
y( ) exp( )� � � , (5)

resp. s hustotou pravdìpodobnosti
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Pak náhodná velièina
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má zøejmì exponenciální rozdìlení s hustotou pravdìpodobnosti

f z e zz( ) ,� �� 0. (7)

Momentovou vytvoøující funkci náhodné velièiny Y s pomocnou promìnnou t oznaèí-
me symbolem mY(t) a pro tuto funkci platí
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Momentová vytvoøující funkce náhodné velièiny X Y� �� � je tedy

� �m t E e e m t e t tX

t Y t

Y

t( ) ( ) ( ), .( )� � � � 
�� � � �� � �� 1 1 (9)

Vytvoøující funkce kumulantù náhodné velièiny X pak je

k t m t t tX X( ) ln ( ) ln ( ).� � � �� �� 1 (10)
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Pomocí funkce (10) urèíme kumulant 1. øádu, tj. støední hodnotu E(X)
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Funkce � ( )x je tzv. digamma funkce
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a � ( )1 je digamma funkce v bodì x = 1, pøièem� �  ( ) ( )1 1� � � �� , kde  je Eulerova –
Mascheroniho konstanta  � ,� 0 57722. Tak�e

� � � � �1 0 57722( ) � ,X � � � � . (11)
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Rozptyl D(X) urèíme pomocí známých vztahù
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Dosazením (11) a (12) do vztahu (13) dostáváme
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Obecnì pro kumulant r-tého øádu platí
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r
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X r( ) ( ) ( ), ,� � ��1 1 2 (17)
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kde � r�1 1( ) je polygamma funkce (r – 1). øádu (definovaná jako r-tá derivace pøirozeného
logaritmu gamma funkce) v bodì x = 1.

Obecné momenty, resp. momentové charakteristiky Gumbelova rozdìlení mù�eme
stanovit i „klasickým zpùsobem“. Pro n-tý obecný moment platí
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� ( ) ( )k
u je k-tá derivace gamma funkce, jsou tzv. Eulerovy – Mascheroniho integrály.
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a rozptyl D(X) je (16).
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Odhad kvantilu asymptotického rozdìlení maximální ztráty

Z interních zdrojù jisté banky máme k dispozici n = 252 nezávislých pozorování ztráty
v Kè, která vznikla v dùsledku technických havárií a �ivelných pohrom. Jedná se o ztráty
zpùsobené pøírodními katastrofami, krizovými stavy, selháním transportu a externím se-
lháním telekomunikací, dopravními nehodami apod.

Z výbìrových dat byl stanoven výbìrový prùmìr

x � 63 091,6000

a výbìrová smìrodatná odchylka

s = 66 184,0913.

Pro urèení odhadu kvantilu rozdìlení maximální ztráty je tøeba nejprve odhadnout pa-
rametry á a â rozdìlení (4).

Momentové odhady á+ a â+ získáme øešením soustavy rovnic
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tj. v uva�ovaném pøípadì

�� �� 51 603,524,

�� �� 33 305,014.

Podle [2] je Raova-Cramérova dolní mez rozptylù nezkreslených odhadù parametru á
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n
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Relativní vydatnost odhadu á+ je tedy 95%, zatímco u odhadu â+ je pouze 55%. Oba
odhady jsou konzistentní.

Metoda maximální vìrohodnosti vede k odhadùm s výhodnými vlastnostmi. Vìrohod-
nostní funkce má tvar
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Maximálnì vìrohodné odhady � , �� �, jsou øešením soustavy vìrohodnostních rovnic
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Rovnici (26) je tøeba øešit numericky. Pou�ili jsme Newtonovu metodu. Jako poèáteè-
ní aproximaci � 0 jsme zvolili momentový odhad �� a jako zastavovací podmínku

� �k k�
�� 
1

1210 . Newtonova metoda konvergovala rychle a staèilo provést 5 iterací a

�� � 41 447,527.

Dosazením hodnoty �� do (25) získáme

�� � 35 448,540.

Kvantilová funkce Q(P) spojitých náhodných velièin je pro 0 < P < 1 inverzní funkcí
k funkci distribuèní

Q P F P( ) ( )� �1 . (27)

Tato funkce udává pøímo hodnoty kvantilù xp pro dosazená P. Jestli�e distribuèní funkce
má tvar (1), pak zøejmì

Q P P( ) ln( ln )� � �� � (28)

a maximálnì vìrohodný odhad 100 P %-ního kvantilu

�( ) �

� ln( ln ),x P P P� � � 
 
� � 0 1. (29)
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Chceme-li nyní odhadnout hodnotu, kterou maximální ztráta banky nepøekroèí s vysokou
pravdìpodobností, øeknìme 0,99, pak podle (29)

�

,x0 99 � 35 448,540 – 41 447,527 ln(– ln0,99) �� 226 112,96.

Závìr

Teorie extrémních hodnot se zabývá dvìma základními typy modelù. Jsou to modely
limitního rozdìlení normalizovaného maxima (minima) a tzv. POT (peaks – over – thre-
shold) modely, co� jsou modely pro všechna velká pozorování, která pøekroèí urèitý
vysoký práh (threshold).

V tomto èlánku se zabýváme Gumbelovým rozdìlením výbìrového maxima. Tento
model byl aplikován na rozdìlení náhodné velièiny – maximální ztráta banky, která vznikla
v dùsledku technických havárií a �ivelných pohrom. Cílem bylo odhadnout hodnotu, kte-
rou maximální ztráta „prakticky jistì“ (P = 0,99) nepøekroèí.
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Asymptotic Probability Distribution of Sample Maximum

Abstract

Extreme value theory is the most scientific approach to an inherently difficult problem – predicting the
possibility that an extreme event will occur. Broadly speaking, there are two kinds of models for extreme
values. The first group of models are models for a distribution of normalized maximum (minimum) of the
sequence of independent identically distributed random variables. The second, more modern, group of
models are the peaks-over-threshold (POT) models. These are models for all large observations which ex-
ceed a threshold. This paper is concentrated on the first type of model. Here, the maximum loss of a bank
caused by different technological accidents and natural disasters is treated.

Keywords: extreme value theory; Gumbel distribution; method of point estimation.
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