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1. Uvod

Prakticky od svych pocatkti zahrnuji vystupy statistické analyzy dat také
prostiedky vizualizace (rizné typy grafii, tabulek, pfipadné jinych schémat) a i dnes je
zapojeni grafického apardtu béznou soulasti pfevazné vétSiny socioekonomickych
vyzkumi. Ziejmé vyhody grafické reprezentace dat shrnul jiz ve 30. letech dvacatého
stoleti vyznamny statistik R. Fisher slovy: .,/ kdyz grafy nic nedokazuji, pomdhaji
odhalit vyznacné vzory v datech * nebo ,, Grafy nejsou nahrazkou statistickych testii, ale
Jjsou cenné v poznani, kdy které testy pouzit a v pochopeni zaveri zaloZenych na téchto
testech."

Nelze nez souhlasit, ze vyuziti grafickych metod pfi analyze dat je pfinosné, a to
zejména v piipadé hledani zakladnich vlastnosti dat, jakymi jsou existence piirozenych
shlukd, rozdilné vztahy mezi veli¢inami v rdznych kategoriich, vyskyt odlehlych
pozorovani, ovéfovani tvaru rozdéleni ¢i vztahu mezi proménnymi. Je vSak ziejmé, Ze
od Fisherova vyroku jiz uplynula fada let a moznosti moderni vizualizace posunuly
puvodni vyuziti grafii na vyssi analyticko-explora¢ni uroven.

Zasady moderni vizualizace dat se zacinaji rodit pravdépodobné v 70. letech
minulého stoleti. Pfestoze jsou samy o sob& velmi jednoduché az trividlni, je jejich
vyuziti mnohdy velmi efektivni a pisobivé. Rychlejsimu rozsifeni metod do realnych
uloh krome nedostate¢né vypocetni techniky branilo také to, Ze zdsady vizualizace mély
spise podobu filozofickych principli, nez konkrétn¢ uchopitelnych matematickych
postupti.

Dtvodem pro pouziti grafickych nastroji v analyze dat jsou zejména pfirozené
a velmi silné€ rozvinuté vizualné-kognitivni schopnosti cloveéka — ¢tenafe informaci. Ten
dokaze pomoci reci grafickych symbolii porozumét i velmi komplexnim problémum,
jejichz feSeni mu pouhy imagindrni prostor ¢isel mlze jen st€zi zprostiedkovat.
Neopomenutelna je vtomto smyslu i komunikace mezi zadavatelem analyzy
aftesitelem, kdy je nutné zadavateli k jeho pozdéjSimu rozhodovani poskytnout
srozumitelné a interpretovatelné vysledky.

Dalsim diivodem rozsifeni a rostouci popularity grafickych metod v poslednich
desetiletich je rozvoj vykonné pocitacové techniky. Za zminku stoji zejména tyto
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aspekty: vykonna vypocetni technika podporuje praktickou aplikaci vizualizaénich
metod v redlném case vcetné efektivnich metod, které jsou zpravidla zalozeny na
pomé&rn& naroéné kombinatorické’ optimalizaci. Dalsim aspektem je sama vypocetni
technika, kterd umoziuje i tzv. dynamickou grafickou analyzu dat, kdy uzivatel pomoci
specialniho software dynamicky meéni vyslednou grafickou prezentaci a pomoci
vhodnych otdzek rychle analyzuje strukturu vicerozmémych dat. K popularité
grafickych nastroju ptispiva také velké mnozstvi volné dostupnych programt, jejichz

Vv

Grafickd analyza dat vSak ssebou nese i urCitd omezeni. Statistické jednotky
(objekty) byvaji zpravidla popsany velkym pocétem riznych vlastnosti (proménnych).
Rikame, Ze statisticky soubor ma vicerozmérnou (vicedimenzionalni) povahu.
Vzhledem k tomu, Ze lidské vnimani je omezeno tfirozmérnym prostorem, musi
vysledné grafické zobrazeni objektli toto omezeni respektovat.

Metody vicerozmérné grafické analyzy dat, kterym se budeme v tomto pfispévku
vénovat, se zabyvaji zplsoby, jez ¢ini vicerozmérna data lidskému vnimani sémanticky
srozumitelnéjsi. Grafickd reprezentace obvykle vychdzi zrizné pojaté projekce
bodii/objektil z n-rozmerného prostoru do prostoru k-rozmérného, kde & je v optimalnim
pfipadé rovno dvéma, nebo v méné idedlnim piipadé tfem. Kritériem kvality byva
geometricka interpretace, ale tento zptisob neni, jak uvidime pozdéji, jediny mozny.

Smyslem ¢lanku neni systematicky popis ¢i didaktické rozd€leni grafickych metod,
ale spiSe seznameni s nékterymi zajimavymi, pfinosnymi, ale zatim malo znamymi
modernimi metodami, se kterymi se ¢tenai pravdépodobné jesté nesetkal. Jejich
predstaveni zaroven ¢tenafe seznami se zakladnimi mySlenkami a postupy, které jsou
typické pro veskerou moderni vizualizaci dat.

Clanek je rozdélen na dvé zakladni Casti: v prvni ¢asti jsou piedstaveny nékteré
zmoznosti vizualizace vicerozmérnych dat, druhd Cast se zabyva implementaci
algoritmtl podporujici optimalni feseni.

2. Moznosti vizualizace vicerozmérnych dat

2.1 Bertinovy (permutac¢ni) matice

Zakladni myslenkou jednoho z prikopniki moderni vizualizace dat J. Bertina (viz
Bertin, 1967) je, ze graficky symbol kromé& uchovani své hodnoty (velikosti, ¢isla)
umoziuje zaroven jeji okamzitou analyzu. Bertinova matice v zasad¢ neni nic jiného,
nez tradi¢ni datova matice, ve které jsou hodnoty ¢isel nahrazeny grafickym symbolem,
nejcastéji velikosti sloupku. Pro snadngj8i orientaci a Cteni grafu jsou navic sloupky,
které maji vyS§i nez zvolenou prahovou hodnotu (nejcastéji pramér), barevné
zvyraznény (viz obrazek 1). Takto zkonstruovany graf nejenze nese informaci, ktera je
co do uchovani hodnot srovnatelna s informaci obsazenou v ptivodni datové matici,

Kombinatorickou optimalizaci myslime nalezeni maxima (minima) nespojité Gcelové funkce, jejiz hodnota je
jednoznacné pfifazena kazdé mozné reprezentaci (konfiguraci) dat. Moznych konfiguraci zpravidla miize byt uz
i v pfipadé malych datovych souborti velmi mnoho, a to v fadu biliond i vice.
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navic ale dovoluje okamzitou vizudlni analyzu, kterd muze odhalit dosud skryté
vlastnosti dat.

I kdyZ je vySe popsany graf uplny, nemusi byt jest€ zcela piehledny a plné
vyuzitelny. Po konstrukci piivodni Bertinovy matice je nutno obsah informace dale
zptehlednit. Hlavni princip Bertinovy strategie spoc¢iva v pieskupeni informace pomoci
transformace pivodni matice do homogennéjsi, interpretovatelné, ale zatim neznamé
struktury. Transformaéni Upravy zahrnuji zejména permutace fadkd a sloupct. Je
ziejmé, Ze Cteni grafu se zasadnim zplsobem zjednodusi, pokud v ném graficky (tedy
1 hodnotové) podobné tadky a sloupce lezi vedle sebe. Toho Ize dosdhnout pravé
zaménou jejich poradi. Uvedené Upravy obsah informace tedy neméni, ¢ini ji pouze
srozumitelngjsi.

Rizné permutace tadkd a sloupcli mohou vést k riznym usporfadanim matice
(nazyvanym konfigurace); kazdé usporadani ptitom muze odhalovat jiné vlastnosti dat.
Zvolena transformace matice dava odpovédi na riizné otazky kladené pfi zpracovani dat —
nejsme piitom omezeni pouze jedinou strategii (jinak se uspofadaji prvky matice pri
zkoumani zavislosti mezi proménnymi, jinak pii hledani pfirozenych shluki). Velkou
ptednosti Bertinovych matic je moznost simultanni analyzy vztahi mezi pripady
i proménnymi. Pfi ni je totiz ziskana cennd informace o vzéjemném propojeni fadkovych
a sloupcovych objektl, které pii pouziti tradicnich piistupti 1ze ziskat jen velmi obtizné.
V jednom okamziku je napiiklad ziskana informace o skupinach respondentd s obdobnym
nakupnim chovanim v¢etn€ odpovidajici mnoziny nakupovanych vyrobk.

Manualni zaménovani fadka a sloupcti je pochopitelné u vétsich tiloh nemyslitelné
a permutace jsou automatizovany podle pfedem stanovenych algoritmii. Pro blizsi
seznameni s postupem je nutné grafy Bertinovych matic pon€kud formalizovat.

Uvazujeme vychozi datovou matici X, (n pfipadi a p proménnych). Na zakladé
matice X je ziskdna odpovidajici graficka reprezentace. Hodnoty prekracujici primeér

Xo [i]> primer (Xo [-/]) (1)

jsou barevné zvyraznény. Pro jednoduchost matici X, ztotoznime s vychozim grafem
(vychozi Bertinovou matici). Pracujeme-li s vychozim grafem, Ize k jeho Gpraveé pouzit
mnozinu permutaci [[. Velikost mnoziny [] je zpravidla dana nasobkem poctu
fadkovych a sloupcovych permutaci2 IT = Iaany I Lioupce. Symbolem X je oznacena
matice (a odpovidajici graf), kterd vznikne po provedeni permutaci: X = nX, pro
uréitou permutaci 7z, tedy X[i,j] = 7Xo [i /]

Vzhledem ke kritériu nalezeni homogenni struktury je tieba dale definovat tzv.
funkci procisténi (purity function) ® = O(X), ktera kazdé konfiguraci pfitadi hodnotu,
ktera odpovida jednoduchosti, resp. homogenité konfigurace. Jednoduchost konfigurace
muze byt pochopitelné definovana riizné, formalné vSak hledame takové upravy, které
maximalizuji ®(7X,). Volba funkce procisténi zavisi na konkrétnim cili a strategii
zkoumani. V tomto okamziku je predevSim dulezitd predstava, ze Upravy pocatecniho

Jen pfi tloze o rozsahu 15 pozorovani a 5 proménnych dostavame bezméla neuvéfitelnych 157 biliontt moznych
konfiguraci.
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grafu do homogenngjs$i struktury ptedstavuji jisty optimalizacni problém hledani
maxima.

Nejcastéji funkce procisténi porovnava hodnotu prvku matice se sousednimi
hodnotami, problémem proto zlstavaji ruzné Skaly méfeni pouzité u jednotlivych
proménnych. Porovndni mezi ptipady je snadné, avSak pii porovndvani hodnot mezi
proménnymi je na misté jista opatrnost. Pied samotnymi tpravami pro vychozi datovou
matici tedy zpravidla pouZijeme vhodny typ normalizace.

Nekteré zvolené strategie odpovidaji velmi komplexnim funkcim procisténi
a vedou k vypocetné velmi naroénym optimalizacnim algoritmim. Proto se nékdy pro
jednoduchost omezujeme na méné komplikované funkce, kdy lze problém fazeni
rozlozit samostatné na fadkové a sloupcové permutace — je vSak nutné si uvédomit, ze
v tomto pripadé je uvaZovana pouze mnoZina permutaci’ [Tisary + lstoupees ktera je
podstatné mensi. V nasledujicim oddile budou pfedstaveny zplisoby a algoritmy
pokryvajici i velmi komplexni funkce procisténi.

V tomto piispévku jsme se doposud zaméfili na problematiku, jak mechanickymi
upravami vychoziho stavu ziskat smysluplnéjsi grafickou reprezentaci. Pro konecné

vvvvvv

vvvvv

vysledné grafické zobrazeni skutecné odrazi n€jakou (strukturni) informaci, nebo zda je
pouze vyrazem nahodilosti. Uvedeme jeden z moZnych testii:* necht ®* = ®(7%X,) je
maximalni hodnota funkce procisténi ®(7Xp). Procisténi je statisticky vyznamné na
hladiné vyznamnosti o, pokud

# {m: O(n Xp) 2 O*}/#T1< q, 2
kde # — predstavuje pocet (konfiguraci).

Na zavér dodejme, Ze moznosti vizualizace pomoci Bertinovych matic se v ZzZadném
pfipadé¢ neomezuji pouze na zobrazovani tradiéni datové matice nebo urcity druh
proménnych. Zobrazitelné a analyzovatelné jsou proménné prakticky libovolného typu,
misto datové matice je mozné analyzovat data napiiklad ve form¢ kontingenc¢ni tabulky.
V tomto ohledu se ukazuje, ze Bertinovy matice mohou slouzit jako alternativa, nebo
velmi vhodny dopIn€k korespondencéni analyzy. Benzécri napiiklad navrhuje uspotadat
fadky a sloupce v Bertinové matici podle skore ziskanych na zakladé korespondencni
analyzy (viz Benzécri, 1973). V tomto piipade€ jde o alternativni vizualiza¢ni nastroj ke
klasické korespondencni mapé.

[lustrativni priklad vychazi z dat zachycujicich spotebu deviti potravinovych typt
ve 25 zemich Evropy (viz Rencher, 2002, s. 483). Smyslem pouziti Bertinovych matic
je exploracni analyza dat a hledani vztahti v datech.

* Ve vyse zminéné uloze o rozsahu 15 pozorovani a 5 proménnych se podet permutaci, které ve skute&nosti

prohledavame, snizil na méné nez jedno procento velikosti pivodni mnoziny.
Pies svou teoretickou jednoduchost je jeho praktické vyuziti velmi obtizné.
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Obr. ¢. 1: Bertinova matice
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Na obrazku 1 je vysledek dvojiho typu (vystup zprogramu Visulab). Schéma
v levé casti ukazuje, jakym zptisobem Ize z Bertinovy matice identifikovat korelace —
zde mezi proménnymi orechy a obilniny, nebo mezi proménnymi vejce a dribez, které
maji velmi podobny pribéh profil. S ristem hodnot jedné proménné rostou i hodnoty
proménné druhé. Obdobnych vztahl bychom objevili vice.

Na schématu vpravo je zobrazena Bertinova matice po permutaci fadkd i sloupct,
jejiz cilem je dosazeni maximalniho stupné homogenity. V levé dolni ¢asti se vytvari
skupina zemi, ve kterych pievazuje spotieba Skrobii, vajec, miéka a masa, v pravé horni
¢asti pak nachazime zemé¢, ve kterych pievazuje spotieba obilnin, orechii, ovoce a ryb.

Metoda Bertinovych matic je dostupna v nékolika pfevazné¢ nekomercnich, volné
dostupnych grafickych nastrojich. Jmenujme naptiklad pod Excelem pracujici Visulab
(www.visulab.com) nebo Voyager (www.statlab.uni-heidelberg.de/projects/bertin/../
voyager/), které lze ziskat voln¢ na internetu.

2.2 Metoda RADVIZ (Radial Visualization)

K pochopeni této metody je vhodné nejdiive pouzit analogii z fyziky. Pfedstavme si
p bodil (v pripadg, Ze je uvazovano p promennych), které jsou rovnomérné rozmistény
po odvodu kruZnice. Tyto body oznacme Si, S, ... , S,. Déle pfedpokladejme, Ze je na
kazdy bod zavéSena pruzina, jejiz druhy konec je ptipevnén k télesu 7. Situaci popisuje
obrazek 2.

Nakonec piedpokladejme, Ze j-t4 pruZina pfitahuje té€leso T' k bodu S; silou x;
(i=1,2,..,n,j=1,2,..., p). Pokud téleso uvolnime a nechame na né&j pasobit pouze
sily vyvijené pruzinami, zastavi se nakonec v bodu rovnovahy, ve kterém uz neptisobi
7adné dodatecné sily na zménu jeho pozice. Soufadnice pozice rovnovéahy u; = (w7, u;)"
jsou potom projekci bodu (x;;, ..., x[,,)T do dvourozmérného prostoru. Projekci p-
rozmérného datového souboru do roviny dosdhneme vypoétem soufadnic u; pro
vSechny objekty (p-rozmérna pozorovani) i = 1, 2, ..., n a ndslednym zakreslenim bodu
do grafu.
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Obr. ¢&. 2: Fyzikélni povaha metody RADVIZ
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Vypocetni aspekt metody je pomérmné snadny: téleso zlstane v rovnovazné pozici,
pokud se sily, které na n&j ptisobi, vzajemné vykompenzuji. Z fyziky je znamo, zZe sila
je dana jako nasobek sméru (vektoru) jejiho pisobeni a koeficientu tuhosti. Aby byl
jejich soucet nulovy, musi zfejmé platit:

> (S —u)x; =0. 3)

Jj=Lp

Proménné v zévorce uddvaji smér sily, ¢len x; pak jeji velikost. ReSenim pro u;
dostavame:

i i? >
J=Lp

kde S; jsou soufadnice jednotlivych bodi S; a

-1
Wi = ng Xij- )

Jj=Lp

Na vyslednou projekci bodu do dvourozmérného prostoru mizeme tedy pohliZet
jako na vazeny pramér S, kde vahy ptedstavuje p normalizovanych proménnych. Tato
normalizace pfitom ¢ini projekci nelinearni.

Z principu tohoto typu nelinearni projekce I1ze vyvodit nékteré zajimavé vlastnosti.

vvvvvv

e  Body, které maji relativné stejné hodnoty ve vSech dimenzich, budou lezet blizko
sttedu kruhu. Tato vlastnost je pon€kud zvlastni, protoze blizko stiedu budou leZet
jak body, které maji ve vSech dimenzich nizké hodnoty, tak body, které maji ve
vSech dimenzich hodnoty relativné stejné vysoké. To mulze byt v uréitych
pfipadech velmi nevyhodné — tuto vlastnost Ize do jisté miry kompenzovat
pouzitim barevného rozliseni.
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e  Body majici obdobné hodnoty u proménnych lezicich na kruhu proti sob¢, budou
zobrazeny v blizkosti stfedu kruhu. Z této vlastnosti vyplyvd, Ze rozmisténi
(potadi) proménnych podél kruhu ma na vyslednou konfiguraci bodi v roviné
zasadni vliv. Ne vSechny projekce jsou proto stejné zajimavé a vhodnou strategii je
nutné vybrat optimalni.

e Body, které dosahuji vyssich hodnot nez ostatni v jedné nebo dvou dimenzich,
budou lezet blize témto dimenzim umisténym po obvodu kruhu.

2.3 Metoda Projection pursuit

Metody exploracni analyzy provadéné néstroji vicerozmérné statistiky s sebou
pfinasi omezeni vyplyvajici z metody pouzitych datovych vstupi. Mnoho pokroci-
lejsich vicerozmérnych metod naptiklad vychazi z korelacni struktury — ty jsou pak
méné¢ vhodné napt. pfi posuzovani existence shluki. Obecnéjsi metody, jakou je
projection pursuit, dovoluji individualni nastaveni pozadované struktury u kazdé ulohy.

Techniku metody jako prvni navrhl Kruskal (1969, 1972), pozdéji se metoda
objevuje 1 ve studiich dalsich autord jako napt. Switzer (1970), nebo Friedman a Tukey
(1974). Posledné jmenovani se zaslouzili o jeji prvni implementaci a dali metodé i jeji
nazev.

Projection pursuit je piivodné exploracni metoda, ve které je hledana optimalni
projekce bodi do prostoru nizsi dimenze tak, aby bylo mozné zobrazit urcitou strukturu
v datech. Uved’'me priklad: Na obrazku 3 jsou data (vyukovy soubor Cars z programu
SPSS) zobrazena v prostoru dimenze Rs. Projekci do roviny ziskdme lep$i pohled na
jejich strukturu, napt. ve smyslu lepsi separace objektti do shlukd. Na obrazku jsou
zobrazeny projekce stejnych objekti do roviny definované nejprve osami x-y a potom
osami u-v. V prvnim pfipadé je zfejma separace objektli do dvou skupin, ve druhém
pripad¢€ vynika silna pozitivni zavislost. Rlizné projekce tak odhali rizné aspekty datové
struktury. Nutno upozornit, ze v mnoha pfipadech nebude ziejma struktura zadna.
Teoreticky vSak existuje nekoneéné mnoho projekci a smyslem metody projection
pursuit je nalézt projekci optimalni (nejlepsi).

Kazda projekce je podiizena urcitému kritériu, které urcuje jeji smysl. Kritérium je
definovano specialni funkci, kterou nazyvame index projekce. Index projekce mize
napftiklad nabyvat vysokych hodnot v ptipadé objeveni zajimavych struktur a nizkych
hodnot v ostatnich ptipadech. Projekce optimalni pak bude mit hodnotu indexu projekce
nejvyssi (maximalni).

Hledani maxima funkce vzhledem k omezujicim podminkam je zpravidla feSeno
iteracnimi metodami. Z vypocetniho hlediska uzivatel zadava vstupni parametry,
pfipadné podminky pro konvergenci. Pii postupném hledani globalnich extrému zavisi
kvalita feseni na vhodném nastaveni vychozich podminek konvergence tak, aby nedoslo
k dosazeni lokalnich extrémtl. V metodé projection pursuit vSak mohou i lokalni
extrémy reprezentovat zajimava feseni.

Aplikaéni rozmach a dal§i vyvoj nastal v souvislosti srozvojem vypocetni
techniky. Exploracni pouziti metody bylo rozSifeno o ndstroje Projection Pursuit
Regression (PPR), Projection Pursuit Classification (PPC) a Projection Pursuit Density
Estimation (PPDE).
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Obr. ¢. 3: Zobrazeni objektii v prostoru R; a v roviné
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Pro nalezeni optimalni projekce je tfeba vyjadfit optimdlnost numericky.
Z koncepéniho hlediska se odlisuji dva pohledy: (1) abstraktni pohled pracujici s p-
rozmérnym ndhodnym vektorem danym sdruZenou hustotou pravdépodobnosti a (2)
aplikacni pohled vychdzejici z vybérovych dat. Obé verze mohou byt do zna¢né miry
identické, abstraktni pohled vsSak pracuje s hladkymi funkcemi.

Vypocetni hledisko metody a pouzitd symbolika vychdzi z ptivodnich praci (viz
Huber, 1985, s. 439). Projekce z p-rozmérného prostoru R, do k-rozmérného prostoru
R; je vzdy linearni, nelinearni struktury jsou proto metodou jen t€Zko zachytitelné.
Oznacime-li X={x;} p-rozmérny ndhodny vektor, resp. datovou matici typu n x p
reprezentujici ndhodny vybér, zapiSeme linearni projekci z R, do Ry jako

Z=AX', XeR,, ZeR,, (6)
kde A - matice typu £ x p definujici linearni transformaci,
7 - matice typu k x n reprezentujici zobrazeni projektovanych boda.

Hledani projekce spociva v nalezeni prvkd matice A. Pokud jsou prvky matice A
ortogonalni, potom hovoiime o ortogondlni projekci. U jednorozmérnych projekci
pracujeme nikoli s matici A, ale s vektorem a typu 1 x n.

Dale je tieba definovat hledanou vlastnost dat — zavislost, podobnost, atd. Index
projekce méri silu hledané vlastnosti v aktualn€ projektovanych datech, oznacujeme jej
symbolem / a vzhledem k (6) piSeme
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I(Z) = (AX") = I(A). @)

Vychazime-li z predpokladu znamé sdruzené hustoty pravdépodobnosti f vektoru
Z, potom tato hustota zavisi na A. Pfi feSeni uloh je tfeba stanovit index projekce, ktery
je funkci hustoty Z a proto muze byt projekéni index zapsan také vyrazem I(f).
Pracujeme-li s vybérem, nahradime hustotou fjejim vybérovym odhadem.

Ze znamych indext projekce podrobnéji uvadime jen plvodni indexy Tukey-
Friedmanitv a Jones-Sibsonitv. S ostatnimi se C¢tenaf blize seznami v referenéni
literatufe.

1. Tukey-Friedmaniiv index projekce

Prvni dva koncepty indexu projekce pro piipady jednorozmérnych a dvouroz-
mérnych projekei navrhli ve své praci Tukey s Friedmanem v roce 1974. Oba indexy
méfi miru shody dosazené linearni projekce s pozadovanou strukturou. K optimalizaci
pouzivaji iteracni algoritmus hill-climbing. Pro jednorozmérnou projekci navrhli index

I(a) = s(a)d(a), ®)
kde s(a) — méfi obecné rozptyleni hodnot,
d(a) — méfi lokalni hustotu dat po projekci na vektor a.

2. Jones-Sibsoniiv index projekce

Na rozdil od Tukeyho a Friedmana spociva index Jonese a Sibsona v maximalizaci
divergence cilové projekce od mnezajimavych projekci. Provedli podrobnou analyzu
indexu (8) a zjistili, Ze d(a) je odhadem

[ £ a, ©)
kde f - hustota pravdépodobnosti projektovanych dat.

Jiz dfive Hodges a Lehman zjistili (viz Hodges — Lehman, 1956, s. 324-335), ze
funkciondl (9) lze minimalizovat pouze pouZzitim parabolickych hustot (mezi vSemi
hustotami s nulovou stfedni hustotou a jednotkovym rozptylem). Dale ukéazali, Ze
Tukey-Friedmantiv index (8) neni invariantni vi¢i rotaci soufadného systému. To
znamena, ze k jeho zménam nedochdzi jen jinak provedenou projekci, ale zaroven
izménou v nastaveni soufadného systému. To s sebou piinasi problémy hlavné pii
snaze o vzajemné porovnani vice feseni.

Jones se Sibsonem uvadi (viz Jones — Sibson, 1987, s. 1-36), Ze (9) je monotonni
funkci miry entropie druhého fadu. Miry entropie fadu a zavedl A. Rényi (1964), Jones
se Sibsonem navrhuji miru entropie prvniho tadu jako zéklad pro index projekce ve
tvaru

— [ £ (x)log f(x)dx, (10)

ktera je znama také jako negativni Shannonova entropie. Jeji uzite¢nost spoc¢iva v tom,
Ze svého maxima dosahuje pii pouziti hustoty normalniho rozdé€leni, jehoz pouziti je
mnohem piijemnéjsi nez pouziti hustot parabolického typu v indexu (9). Pii vypoctu je
tteba odhadnout empirickou hustou pravdépodobnosti esf(f) a numericky integrovat
vyraz (10).
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Z dal$ich indext uved’'me heslovité: Hallitv index, Mortoniv index, Posseho index
nebo index Yeniukoviiv. Podrobny vyklad uvedenych indexd v literatufe (viz napf.
Nason, 1992).

Projection pursuit dnes nachdzi uplatnéni v celé tadé¢ zajimavych uloh: od
klasifikacnich a regresnich uloh po hledani odlehlych pozorovani ¢i objevovani
skrytych zavislosti. Metoda se zatim objevuje v softwarovych produktech spise
nekomercniho charakteru, jakymi jsou napiiklad originalni zpracovani ve FORTRAN
autord Jonese a Sibsona, nebo jako soucast grafického baliku XGobi. Dostupna je
rovnéz ve volné dostupném programu R.

Priklad: pouzitim metody projection pursuit pii klasifikaci objektli bylo cilem
nalezeni projekce, kterd maximalné separuje skupiny do tfid. Data pochézi ze znamého
Fisherova souboru [risdata, Casto pouzivaném pii vykladu diskriminacni analyzy.
K vypoctu byl pouzit systém R a knihovna classPP (classification Projection Pursuit).
Projekce do jednorozmérného a dvourozmérného grafu je pak na obrazku 4.

Obr. ¢. 4: Projection pursuit
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2.4 Paralelni osy

Paralelni osy (Parallel coordinates) jsou pomérné mladou grafickou metodou,
kterou zavedl v 80. letech minulého stoleti A. Inselberg. Svou jednoduchosti a mini-
malnimi naroky na zpracovani se fadi mezi nejintuitivnéjsi nastroje pro zpracovani dat.

Hlavni myslenou metody je projekce n-rozmérného vektoru pozorovani do
rovinného diagramu. Na rozdil od tradi¢niho soutadného systému kartézského jsou
jednotlivé osy zobrazeny paralelné vedle sebe. Jsou-li hodnoty proménnych zapsany
formou n-slozkového vektoru x = (x;, X3, ..., X,), potom je odpovidajici graficka
reprezentace formou paralelnich os tvofena spojnici n paralelnich os, které jsou spojeny
vbodech {1, x;}, {2, X3}, ..., {n, x,}. Kazda linka ptedstavuje jeden bod ve
vicerozmérném prostoru a mize byt proto chapana jako profil odpovidajiciho piipadu.
Konkrétni podoba profilu s sebou obvykle nese dostatek informace k ucinéni zavéru
o obecné struktufe dat.
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Na obrazku 5 je ukazka grafu paralelnich os, vytvotfena ve statistickém systému
Visulab. Data vychazi opét zpfikladu pouzitétho vyse. Jednotlivé osy tak
charakterizujici miru spotfeby deviti druhti potravin v 25 zemich Evropy. V obrazku je
zvyraznény prabéh jedné zlinek (Portugalsko) pro dosazeni lepsi Citelnosti
odpovidajiciho pripadu. Na prvni pohled je vidét, ve kterych slozkach potravin je
spotfeba v porovnani s ostatnimi zemémi nizka (mléko, vejce) a kde naopak vysoka
(ryby). Obrazek v levé ¢asti pouziva u vsech os pivodni jednotky méfeni, osy v grafu
vpravo jsou normalizovany na délku min — max.

Obr. ¢. 5: Paralelni osy

Paralelni osy slouzi jako uzitecny nastroj pro detekci odlehlych pozorovani. Ty
identifikujeme podle podezielého nebo unikatniho pribéhu jednoho nebo vice profild.
Dale metodu ocenime pii zjistovani vztahli mezi proménnymi nebo pii hledani
interpretovatelnych shlukti, které pozndme podle vétsiho poctu linek s podobnym
pribéhem. Pocet uloh je jisté vétsi, jmenujme napiiklad problém diskriminace mezi
dvéma ¢i vice skupinami.

Metoda ma stejn¢ jako ostatni i své omezujici faktory. Jednim je pocet ptipadd.
S ristem velikosti datové matice se stava struktura stale vice nepiehlednd a pfi vizudlni
analyze maze byt pokus o objeveni zajimavych struktur obtizny. Je proto vhodné
pouzivat interaktivni prostfedi, které dovoluje zvyrazinovat skupinky linek se stejnym
chovanim, ménit pocet zobrazenych dimenzi ¢i jinou Gpravu vizualniho prostredi.

Softwarova podpora je v ptipad¢ paralelnich os pomérné silna. K dispozici je cela
fada nekomerc¢nich produktd, které metodu nabizi zdarma. Jmenujme napiiklad znamy
systém R (www.r-project.org), jiz zminovany Visulab a dalsi. Obliba metody je ale
ziejma 1 u profesionald. Napf. ndm dostupny systém SPSS (www.spss.cz) obsahuje
paralelni osy véetné polarniho zobrazeni. Na rozdil od paralelniho usporadani maji osy
pocatek ve stejném bod¢ a nabizi tim jiny nahled na data.

Na obrazku 6 je znazornéni ilustra¢nich dat (soubor Cars) v systému SPSS
s vyuzitim polarnich os. V obou obrazcich vynikaji tfi kategorie objektl, které lze
identifikovat podobnym prubehem profild. Zaroven jsou ziejmé nejvice a nejméné
diskriminujici proménné.
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Obr. ¢&. 6: Polarni osy
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3. Algoritmy pro vizualizaci dat

Ve druhém oddile jsme se zaméfili na principy rtiznych grafickych metod a jejich
praktickou strankou jsme se ¢asto podrobnéji nezabyvali. Nutno bohuzel poznamenat,
ze ani dostupny software se touto oblasti pftili§ nezabyva, nebo jen velmi okrajové
a nedostatecné. Presto je tento aspekt velmi dualezity, protoze urcuje kvalitu zobrazené
informace ve vysledné konfiguraci. Je tomu tak proto, Ze smyslem vétSiny vyse
uvedenych grafickych metod je data pouze reprezentovat, nikoli vSak vzhledem
k néjakému konkrétnimu (maximalizacnimu) kritériu. To sice davd metoddm velkou
obecnost, protoze I1ze od pocatku sledovat vice strategii (vice aspektd dat), zaroven vsak
tato volnost pfestavuje znacnou vypocetni zatéz, protoze optimalizace v ramci
grafickych metod je mnohem ndro¢né&jsi nez u tradi¢nich metod vicerozmérné statistiky.
U grafickych metod nejsou ucelové funkce zpravidla spojité, a tak musime kazdou
konfiguraci ohodnotit samostatné a potom vybrat tu nejlepsi vzhledem ke sledovanému
cili. Moznych konfiguraci pfitom nezfidka byva fadové nékolik set miliond, nékdy az
set bilion ¢i vice.

Pfipomenme, ze v Bertinovych maticich je nutné tadky a sloupce nejdfive
usporadat, abychom ziskali pro zvolenou strategii optimalni konfiguraci. Stejné tak
v metodaich RADVIZ aparalelni osy hraje uspofadani proménnych klicovou roli.
V prvné jmenované metodé ma usporadani proménnych na konfiguraci vliv vzhledem
k povaze projekce, u druhé metody optimalni potfadi proménnych snizuje neptehlednost
grafu v pfipadé velkych datovych soubori a zaroven umoziuje lépe zkoumat vztahy
mezi nimi — Iépe se zkoumaji proménné, které lezi v paralelnich osach vedle sebe.

Manuélni uspotadani je pfi Glohach vétsiho rozsahu nepraktické a vzhledem
k potfebnému casu také zcela neefektivni. Zakladnim pozadavkem na zpracovani dat je
proto automatizovany pribéh podle dostate¢né vykonnych algoritmii, uzivatel pouze
nastavuje svoje pozadavky aklade datim spravné otazky. V tomto ¢lanku je blize
popsano pouziti evolucnich algoritmii (EA). Pro jednoduché ucelové funkce existuji
1jiné a snadné&j$i moznosti, ale evoluéni algoritmy maji vyhodu velké univerzalnosti
(Ize je v modifikacich pouzit na vSechny vySe zminéné metody) a zaroven relativni
efektivnosti. V dal§im textu se proto zaméfime vyhradné na n¢.
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Evoluéni algoritmy (viz napt. Holland, 1992 nebo Kvasnicka — Pospichal — Tino,
2000) predstavuji silny optimalizacni nastroj v ulohach, kdy neexistuje specificka
metoda nalezeni optima a kdy ani pfipadné heuristické postupy nenabizi uspokojiva
feSeni. Jejich koncepce je velmi flexibilni a obecnd, proto nachazi uplatnéni pii feSeni
riznych typt uloh. Z diivodu mista predstavime pouze zaklady teorie EA, které jsou
nutné k pochopeni podstaty algoritmi a jejich aplikace na nalezeni zajimavé
konfigurace. Obecné neni nalezeni globalniho maxima ucelové funkce pomoci EA
zaruCeno, ale v piipadé grafickych metod jsou pro dalsi analyzu Casto zajimava
i suboptimalni feseni (konfigurace).

Hlavni myslenkou EA je napodobeni evolu¢niho procesu a uplatnéni piirodnich
zakontl kiizeni, mutace a selekce jedincti, kdy jedinci zastupuji jednotliva pfipustna
feSeni tlohy. Provadéni operaci kiiZzeni a mutaci vede k vytvoteni novych jedinci, ktefi
dale soutézi s pivodnimi o pfeziti a misto v dalsi generaci. Slabsi jedinci jsou v procesu
postupné nahrazovani silnéj$imi, perspektivni jedinci jsou dale §lechténi, aby vznikly
jedinci (piipustna feSeni) s jesté lepsimi vlastnostmi (vyssi hodnotou ucelové funkce).
Vyspivani populace jedincti je mozné ztotoznit s postupnym pfiblizovanim se optimu.
Mutace a kiizeni je podiizeno ndhodnym mechanizmim, tzn. Ze evolucni algoritmus
stochasticky prohledavd mnozinu piipustnych feSeni a pii tom uchovava ta slibna.
Obecné fungovani EA miizeme popsat pomoci schématu:

zacatek
VYTVOR podateéni populaci z nadhodné& vybranych p¥ipustnych
reSeni (kandidatu)
OHODNOT ka¥dého &lena populace
OPAKUJ, DOKUD neni splnéna podminka pro ukonc¢eni algoritmu

{

VYTVOR nového potomka (potomky) z pard vybranych rodi&t
ZMUTUJ vybrané c¢leny populace

OHODNOT nové& wvzniklé &leny populace

VYBER jedince pro dal$i generaci

}

konec

Aplikace EA v praktickych tlohach vyZaduje konkretizaci jednotlivych kroki
pomoci vhodné matematické formulace. Ze vSeho nejdiive je nutné nalézt vhodnou
reprezentaci pivodnich piipustnych feSeni, na kterou by bylo mozné v EA aplikovat.
problému jsou nazyvana fenotypy, jejich zakodované protéjsky v EA genotypy.
Genotypy jsou kddované pomoci vektora.

Ukazme si nejdiive pouziti EA pro uspordadani Bertinovy matice do homogenng;jsi
struktury. N4§ piistup vychéazi z prace S. Niermanna (viz Niermann, 2005, s. 41-46)’.
V tloze je genotyp definovan jako vektor délky n + p, kde prvnich n prvki ptedstavuje

3 Zde navrzeny algoritmus neni sice piimo spojovéan s Bertinovymi maticemi, ale jeho rozsifeni na né je logické a

moznost aplikace evidentni.
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informaci o uspotadani (pofadi) fadkd a poslednich p prvki koduje pozici sloupct.
Mnozina permutaci fadkd a sloupct n!p! zahrnuje vS§echna mozna uspotaddani matice
a libovolnou konfiguraci tak lze popsat pomoci reprezentace ((z(n), n(p)), kde symbol
7(.) oznacuje permutace fadku, resp. sloupct.

Prakticky postup mtize vypadat naptiklad nasledovné (lze si pfestavit riizné dalsi
varianty postupu). Pocatecni populace je nastavena na 20 nahodné€ vygenerovanych
jedinct — piipustna feSeni (jedinci) se skladaji z dvou ndhodnych permutaci ve struktuie
((m(n), m(p)). Alternativné mizeme do populace zatadit také nenahodna dobrd feSeni,
které jsme ziskali pomoci jednodussich metod. Operace kiiZeni je provedena pomoci
nahodného vybrani paru piipustnych feSeni a zamény prvnich n prvki prvniho z nich
s n prvky druhého a naopak. Tim vzniknou dv¢ nova feseni (obr. 7).

Obr. €. 7: Princip kiiZeni

fadkové permitace sloupcové permutace

[2]7[s]af1fe]s[a]2]a[5]5]

rodice

(a1 ]sl7]a]e]s[u]afs]s5]4]

(a1 [s]7]2]e]s[a]2]a[3]5]

potomci

[2[7]s[afe[e]s[afz]s]5]4]

Operace kiiZeni je opakovana a je mozné, aby n&ktefi jedinci byli pro kiiZeni
vybrani vice nez jednou. Pocet opakovani je ur¢en nahodnou veli¢inou s binomickym
rozdélenim Bi(20; 1/2).

Mutace pfipustného feSeni znamend, Ze uvnitf vektoru dojde s urcitou
pravdépodobnosti ke zméné hodnoty na jinou. V nasi uloze vSak musime zabezpecit,
aby mutace nenaruSila spravnou reprezentaci genotypu a feSeni po mutaci tak opét
prestavovalo permutaci. Nelze mit naptiklad ve vektoru (z(n), .) dvakrat stejné Cislo,
protoze to by znamenalo, Ze néktery ze fadkd zahrneme do uspofadani vicekrat
anéktery ani jednou. Takova konfigurace neodpovidda plvodni matici a z pocho-
pitelnych diivodt ztraci smysl. ReSeni spo¢iva v pouziti tzv. 2-opt-operdtoru, ktery
vzniku podobné situace zabranuje. Operator funguje tak, Ze mezi dvéma nahodné
vybranymi body se potadi prvkid vektoru obrati (obr. 8).

Obr. ¢. 8: Princip mutace

pred mutaci | 1 | 2 | 3 | 4 | 5 | G | 7 |

b1 b2
! !
mutace [1]2[s[a]s]s]7]

{body b1 a b2 jsou zvoleny nahodné)

Mutaci tedy definujeme tak, Ze pro kazdé ptipustné feSeni uplatnime s uréitou
pravdépodobnosti 2-opt-operdtor, a to jak na vektor fadki, tak sloupct. (Niermann tuto
pravdépodobnost nastavuje na 1/2).
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Pro dalsi kolo algoritmu musime nakonec rozhodnout, které jedince nechame
vstoupit do nové generace. VSechna feSeni v daném kole algoritmu jsou ohodnocena
podle své vhodnosti prezit a jedinci s vys$§i vhodnosti se stavaji Cleny dalSi generace
(vyluCuje se bud’ na zakladé stanoveného poctu prezivajicich, nebo na zakladé
porovnavani k sobé nahodné pfidruzenych dvojic). Vhodnost prezit bezprostfedné
souvisi s hodnotou pouzité ucelové funkce a tedy se zajimavosti konfigurace. Protoze
vizualni analyza dat je jednodussi, pokud hodnoty matice lezi vedle hodnot vzajemné si
podobnych, budeme se snazit minimalizovat miru nepodobnosti, resp. vzdalenosti
prvki vramci matice. Tato ucelovad funkce je nazyvana STRESS funkci a méfi
agregovanou vzdalenost prvki matice od svého okoli®. Definic vzdalenosti i okoli se
nabizi vice, zde budeme vychazet z euklidovskych vzdalenosti pro Moorovo okoli (to je
tvofeno osmi okolnimi prvky matice). Lokalni STRESS pro prvek matice X(i, j) je
definovan vztahem

min(r,i+1) min(c,j+1)

sj)= Y > (xx) (11)

l=max(ii-1) m=max(1,j-1)

Celkova STRESS funkce, kterou se snazime algoritmem minimalizovat (odpovida
zédporné hodnoté funkce procisténi) je pak urena souctem lokalnich STRESSU pro
jednotlivé prvky

STRESS = Z is(i,j). (12)

i=1  j=1

Cely proces evoluéniho algoritmu opakujeme tak dlouho, dokud neni rozdil mezi
hodnotami ucelové funkce ve dvou po sobé jdoucich kolech men$i nez predem
stanovena hodnota, nebo dokud neprob&hne ptedem zvoleny pocet krokti algoritmu.

Optimalizovat 1ze samozfejme i jiné ucelové funkce a Ctenaf by jisté sam dokazal
pomoci ucelovych funkci formulovat dalsi strategie, které chce uplatnit. Po upravach
algoritmu mtzeme EA volné aplikovat i na dalsi metody. U metody RADVIZ
iu paralelnich os mize byt genotyp kodovan velmi jednoduSe jednorozmérnym p-
prvkovym vektorem udavajicim poradi proménnych. Na ten potom pouZijeme napft.
pouze operaci mutace pomoci 2-opt-operdatoru.

U metody RADVIZ mtizeme podle zvoleného cile maximalizovan libovolny index
pritazeny ke konfiguraci, ktery méfi jistou strukturu v datech — v vahu piipadaji
obdobné indexy jako u metody projection pursuit, nebo maximalizace Wardova kritéria
znamého ze shlukové analyzy, nebo v pfipadé rozpadu souboru podle kategorii
maximalizace diskriminace mezi skupinami.

U paralelnich os 1ze usporadat osy tak, aby byla minimalizovana suma vzajemnych
vzdalenosti mezi proménnymi, které jsou méfeny korela¢nim koeficientem. Opét lze
pouzit i miry maximalizujici jina kriteria, ktera vedou k odhalovani shlukl, ¢i
diskriminaci mezi skupinami.

¢ Nezapomeiime piitom na nutnost normalizace promé&nnych.
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Zavér

V ptispévku byla provedena studie modernich nastroji grafické analyzy dat. Jejich
rozmach podpofeny vykonnou vypocetni technikou a dostupnosti softwarovych nastrojt
dava tusit jejich dalsi rozsifeni. Pfednosti vSech popsanych metod je relativné snadna
interpretace ziskanych vysledkl pro statistické odborniky ale i pro laického Ctenare.
Univerzalnost spoc¢ivd v minimalnich pfedpokladech korektniho pouziti. Jejich
komplementarni zapojeni nejen do pfipravné (exploracni), ale také do analytické
a prezentacni faze pii zpracovani vétsich objemu dat 1ze jen doporudit.

Literatura

[1] BENZECRI, J.-P., 1973: L analyse des données. 1973, Vol. 2, Paris, Dunod.

[2] BERTIN, J., 1967: Sémiologie Graphique. Les diagrammes, les réseaux, les
partes. Paris, La Haye, Mouton, Gauthier-Villars, 1967.

[3] BRUNSDON, C. — FOTHERINGAM, A. S. — CHARLTON, M. E., 1999: An
Investigation of Methods for Visualizing Highly Multivariate Datasets. Advisory
Group of Computer Graphics.

[4] De FALGUEROLLES, A. — FRIEDRICH, F. — SAWITZKI, G., 1973: A Tribute
to J. Bertin's Graphical Data Analysis. Advances in Statistical Software, Stuttgart,
Lucius and Lucius, 1973, s.11-20.

[5] FRIEDMAN, J. H. — TUKEY, J. W., 1974: 4 projection pursuit algorithm for
exploratory data analysis. IEEE Trans. Comput., C23 (9), 1974, s. 881-890.

[6] HOLLAND, J. H., 1992: Adaption in Natural and Artificial Systems 5Sth edition.
MIT Press, 1992.

[7] HODGES, J. L. — LEHMANN, E. L., 1956: The efficiency of some non-
parametric competitors of the t-test. Ann. Math. Statist., 1956, ro€. 27, s. 324-335.

[8] HUBER, P. J., 1985: Projection Pursuit. The Annals of Statistics, 1985, ro¢. 13,
¢. 2.

[9] JONES, M. C. — SIBSON, R., 1987: What is projection pursuit? (with discussion).
J. R. Statistical Society, 1987, ro€. 150, s. 1-36.

[10] KRUSKAL, J. B., 1969: Toward a practical method which helps uncover the
structure of a set of multivariate observations by finding the linear transformation
which optimizes a new ‘index of condensation’. New York, R. C. Milton and J. A.
Nelder Statistical Computation Academic Press, 1969.

[11] KRUSKAL, J. B., 1972: Linear transformations of multivariate data to reveal
clustering. In Seminar Press: Multidimensional Scaling: Theory and Application in
the Behavioural Sciences I, 1972.

[12] KVASNICKA, V. — POSPICHAL, J. — TINO, P., 2000: Evoliicne algoritmy,
Bratislava, STU, 2000.

[13] NASON, G. P., 1992: Design and choice of projection indices. Thesis, Univ. of
Bath, 2000.

[14] NIERMANN, S., 2005: Optimizing the Ordering of Tables With Evolutionary
Computation. The American Statistician, 2005, ro€. 5, s. 41-46.

112



Miroslav Plasil — Petr Vlach Graficka analyza vicerozmérnych dat

[15] PLASIL, M. — VLACH, P., 2005: Visualization of Multivariate Data. AMSE 2006
— 8th International Scientific Conference "Applications of Mathematics and
Statistics in Economy", Wroclaw, Wroclaw University of Economics, 2005.

[16] PLASIL, M. — VLACH, P., 2006: Moznosti grafického zpracovani dat. Sbornik
praci ucastnikli védeckého seminafe doktorského studia, Praha, Fakulta
informatiky a statistiky Vysoké skoly ekonomické, 2006, s. 176—186.

[17] RENCHER, A. 2002: Methods of Multivariate Analysis 2nd edition, New York,
Wiley-Interscience, 2002.

[18] RENYI, A., 1964: Probability Theory. Amsterdam, North-Holland, 1964 .
[19] SWITZER, P., 1970: Numerical Classification. Geostatistics, 1970.

Graficka analyza vicerozmérnych dat

Miroslay Plasil — Petr Viach

Abstrakt

Prispévek se zabyva novymi nastroji pro grafické zpracovani a analyzu dat.
Demonstrovany jsou zakladni pouzité algoritmy a grafické vystupy jednotlivych metod.
Podrobnéjsimu zkoumani jsou podrobeny metody Bertinovych permutacnich matic,
RADVIZ, projection pursuit a metoda paralelnich os. Ilustrativni priklady ukazuji jejich
praktické vyuziti véetn¢ komentafe vystupd a vysvétleni univerzalnosti jejich pouziti pti
zpracovani vicerozmérnych dat.

Kli¢ova slova: vizualizace dat; Bertinovy permutaéni matice; RADVIZ; Projection
Pursuit; paralelni osy.

Visual Analysis of multivatiate data

Abstract

The article presents and investigates new possibilities of multivariate data
visualization and their analytical convenience. We demonstrate elementary principles,
algorithms and graphical outputs of modern visualization methods with particular focus
on Bertin matrices, RADVIZ, Projection pursuit and parallel coordinates. Illustrative
examples show their practical implementation into the process of multivariate data
analysis, hence providing the reader with an idea of the wide range of their application.

Key words: multivariate data visualization; Bertin matrix; RADVIZ; Projection
pursuit; parallel coordinates.

JEL classification: C61, C81, C88
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