POUZITi KONECNYCH SMESi PRO MODELOVANI
PRIJMOVYCH ROZDELENI

lvana Mala*

Zkoumani a modelovani rozdéleni mezd a piijmi z riznych thli pohledu a riznymi
metodami je dlouhodobé aktualnim tématem a problémem. Velky zajem dokumentuje
také bohata literatura tykajici se nejriznéjsich pristupti (obsahly prehled Kleiber, Kotz,
2003, nebo McDonald, 1984). Na zaklad¢ pravdépodobnostnich modelt 1ze €init zavéry
nejen o Ciselnych charakteristikach rozdéleni (jako jsou charakteristiky polohy, varia-
bility nebo Sikmosti), ale odpovidat na podrobnéjsi otazky tykajici se rizika chudoby
¢i aspektl kvality zivota zalozenych na piijmech. Nejcastéji je tieba sledovat vyvoj
rozdéleni pfijml (riznych charakteristik) nebo srovnavat rozdé€leni piijml jednak
v rlznych ¢astech populace, definovanych kritérii jako vzdélani, zaméstnani, odvetvi
¢i region bydliste, jednak piijmy porovnavat na mezinarodni trovni.

Jako model pro piijmy (nebo mzdy) jsou v literatufe pouzivana rtizna pravdé-
podobnostni rozdéleni. Kromé logaritmicko-normalniho rozdé¢leni se dvéma ¢i tfemi
parametry (naptiklad Bilkova, 2008) mezi piijmova rozdéleni patii také Dagumovo
rozdéleni, zobecnéné lambda, zobecnéné beta, Paretovo rozdéleni a dalsi (Kleiber,
Kotz, 2003, McDonald, 1984, Flachaire, Nunez, 2007, Milanovic, 2002). Vhodné
modely pro pifjmy v Ceské republice byly hledany naptiklad v Bartosova, Bina, 2009,
Bartosova, 2006, Pavelka, 2009, Pacakova, Sipkova, 2007.

V tomto textu je rozdéleni Cistych roc¢nich piijmi na jednu osobu ceskych domac-
nosti popsano smési logaritmicko-normalnich rozdéleni. Domacnosti jsou déleny podle
vzdélani osoby v Cele domacnosti (faktor o 5 hodnotach — zakladni, stfedni, plné
stiedni, bakalarské a magisterské vzdélani) a dale podle toho, zda v domacnosti jsou
déti (dveé hodnoty ano/ne), a podrobnéji podle toho, kolik déti v domacnosti je (faktor
o 5hodnotach0, 1,2, 3, vice nez 3 déti). Logaritmicko-normalni rozdéleni je pouzito pro
rozdéleni ve skuping a rozdéleni pfijmt pro vSechny doméacnosti je konstruovano jako
smés zminénych rozdéleni v podskupindch s vahami rovnymi procentnimu zastoupeni
podskupin ve vybéru. Tento model poskytuje informaci pro kazdou podskupinu zvlast’
i pro celou populaci.

Dale je pouzit model bez informace o piislusnosti ke slozce pro dvé az pét
umeélych slozek. V tomto ptipadé jsou slozky konstruovany tak, aby vysledny model co
nejlépe vystihoval empirické hodnoty. V takovém piipadé je tieba hledat interpretaci
jednotlivych slozek (podskupin) a je tfeba si uvédomit, Ze postup nedava (jednoznaéné)
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pfislusnost jednotlivych domacnosti ke slozkam smési, je mozné takové pravdépodob-
nosti pro kazdou domacnost odhadnout. V tomto textu nebyly pouzity zadné vysvét-
lujici proménné pro pravdépodobnosti ptislusnosti domacnosti do slozek.

1. Metodologie

1.1 Koneéné smési pravdépodobnostnich rozdéleni

Predpokladejme, Ze X je nahodnd veli¢ina se spojitym pravdépodobnostnim
rozdélenim a toto rozdéleni lze popsat jako smés K pravdépodobnostnich rozdéleni
s hustotami f/(x;0), j = 1,..,K. V tomto textu budeme pfedpokladat, Ze tyto hustoty
pochazeji ze stejného rozdéleni, li§i se pouze v hodnotich p neznadmych parametri,
kter¢ obsahuje (p-rozmérny) vektor parametri, ktery pro j-tou slozku oznacime 0,.
Zvolme dale vahy 7, j = 1,...,K splfiujici podminky

7.=1,0<7 <1, j=1,K. (D

J J

M

Kone¢nou smés rozdéleni pak definujeme jako vazeny pramér hustot f; s vahami 7,
budeme tedy predpokladat, Ze ndhodna veli¢ina X ma hustotu

K
[y =2 7, f,(x:6). ()
Jj=1
Hustota definovand pomoci zavisi na vektoru parametri y
\V:(ﬂ-ll'rﬂk—l’ejv j:le)’ (3)

ktery obsahuje (K-1) parametrl 7; a Kp parametr(i obsaZenych ve vektorech 0. Z definice
ihned plyne, Ze distribu¢ni funkce F ndhodné veli¢iny X je smési distribu¢nich funkci
jednotlivych slozek, a totéZ plati i o stiedni hodnoté. Tyto jednoduché vztahy ovsem
neplati pro rozptyl (a vy$s§i momenty) rozdéleni smési, stejné jako pro kvantily. 100P%
kvantil x, ndhodné veli¢iny X je tfeba pocitat z definice kvantilu jako feSeni rovnice

K
F(XP;W):ZEJ‘F}(-XP;GJ-):P,0<P<1. 4)
=

Tuto rovnici je obvykle tieba fesit numericky, pficemz vazeny primér odpovidajicich

K
skupinovych kvantilii x,,, j =1,.,K, jednotlivych slozek smési Zﬂ' X, muze slouzit
Jj=1
jako velmi dobra pocate¢ni hodnota pro aproximacni proces. Rozptyl smési lze opét
urcit ze sttednich hodnot, rozptylt a pravdépodobnosti jednotlivych slozek, nikoli v§ak
jako smés rozptyli, ale z definice rozptylu.
Pfedpokladejme, Ze mame k dispozici ndhodny vybér x,,i=1,,n z rozdéleni
s hustotou (2). Odhad neznamého vektoru parametr y metodou maximalni vérohod-
nosti znamena najit bod \, ve kterém nabyva maxima vérohodnostni funkce
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L(y) = f[f(xi;w) = ]i[(Zﬁ,-f,-(xi;ﬂ,-)]- (5)

i=l \_j=1

1.2 Znama pfislusnost pozorovani ke slozce ve smési

Predpokladejme nyni, ze u kazdého pozorovani ve vybéru zname slozku smési, ze
které pozorovani pochdzi. Data tohoto typu se vyskytuji tehdy, sklada-li se populace, ze
které vybirame, z K podskupin. Rozdéleni ndhodné veli¢iny X v téchto podskupinach
tvoii slozky smési. Pokud jsme schopni urcit ke kazdému pozorovani podskupinu,
do které pozorovani patii, budeme hovotit o modelu s iplnymi daty. V takovém ptipadé
pozorovani pochazejici z j-té slozky ptispiva do celkové vérohodnostni funkce pouze
hodnotou 7, f(x;; 8)). Definujme nyni vektory z, =(z,,,2;,.,...2x ), i =1,..,n ptedpisem

z; =1 pozorovani x, pochédzi z j-t¢ slozky hustoty smési

~0 jinak. ©)
Vérohodnostni funkei (5) pak lze prepsat ve tvaru (Titterington, 1985)
n K
L(y) = H( 7] f(x;0,)7 ] (7)
i=1 \_j=1

kde z, jsou sloZky vektorti z; definovanych v (6).

Logaritmovanim vérohodnostni funkce (7) dostavame logaritmickou vérohodnostni
funkeci / ve tvaru

n_ K n K
I(W)=InL(y)=Y> z,Inz,+Y > z,In f(x;90,). (8)

i=1 j=I i=l j=l
Logaritmické vérohodnostni funkce se tedy sklada ze dvou Casti, z nichz prvni zavisi
pouze na neznamych vahach v definici smési a druha pouze na hustotach jednotlivych
slozek. Vektory z jsou podle predpokladu znamé. Obé ¢asti pak lze maximalizovat

n
samostatné. Pfipomenime, ze z definice vektord z plyne, Ze pro pevné je soucet Zzij

i=1
roven absolutni ¢etnosti pozorovani ve vybéru pochdzejicich z j-té slozky. Maxima
prvni ¢asti v (8) je tedy dosazeno pro

£o=H_ 1<j<K. ©)

Cést druhou lze rozdélit na jednotlivé slozky a nalézt maximalné vérohodné
odhady parametri O v kazdé slozce zvlast maximalizaci logaritmické vérohodnostni
funkce

‘zlln(fj (x:0,)).7=1.K. o
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1.3 Neznama pfislusnost pozorovani ke slozce ve smési

Predpokladejme nyni, Ze pfislusnost pozorovani k nékteré slozce ve smési neni znama.
V takovém piipadé hovotfime o modelu s netplnymi daty, logaritmickou vérohod-
nostni funkci nelze zapsat ve tvaru (8) a pii odhadu parametrii smési rozdé€leni je tieba
vychazet ze vzorce (5).

Hodnoty vektorti definovanych v (6) nejsou znamé, jedna se o nahodné vektory
s multinomickym rozdélenim s parametry K a (72' Ty ses Ty ) V tomto textu nebudeme
uvazovat zavislost pravdépodobnostniho rozdéleni na indexu i.

Pii logaritmovani vyrazu (5) dostavame logaritmickou vérohodnostni funkci ve tvaru

z(w)=1n{f[(znjjz<x,-;9j>n=iln(zzr,-f,(x,;ej>], (1)

i=1 \_j=1

a vyraz nelze upravit tak, aby nebylo nutné logaritmovat souc¢et. Vhodnym nastrojem
pro nalezeni odhadli smési je EM-algoritmus, numericky itera¢ni postup, ve kterém se
kazda iterace sklada ze dvou kroki. Je tifeba vyjit z pocatecnich piiblizeni neznamého
vektoru parametrii y, dale se opravuji zvlast odhady pravdépodobnosti a parametry
rozdéleni. Prvni krok (E-krok podle expectation) hledd novou aproximaci vektoru
pravdépodobnosti z, druhy krok (M-krok podle maximization) hledd maximalné
veérohodné odhady parametri 0 rozdéleni sloZzek pro pevné hodnoty pravdépodob-
nosti slozek ziskané v kroku prvnim. Tyto dva kroky jsou opakovany tak dlouho, az
jiz nedochazi ke zméné hodnot parametrti, a 1ze tedy nalezené parametry povazovat
feSeni optimaliza¢ni ulohy (Titterington, 1985, Pavelka, 2009). EM algoritmus je béZzné
implementovan ve statistickych programech, obycejné vSak obsahuje pouze smési
normalnich rozdéleni. K nalezeni odhadii v tomto textu byl pouzit balicek flexmix
v programu R 2.13.1.

1.4 Logaritmicko-normalni rozdéleni

V tomto textu budeme pro popis rozdéleni jednotlivych slozek pouzivat logaritmicko-
normalni rozdéleni, které se bézné pouziva pro modelovani rozd€leni ptijmt. Ukazeme,
ze 1 dvouparametrické rozdéleni lze velmi dobte pouzit, pokud se misto jedné hustoty
pouzije smés takovych hustot.

Predpokladejme, ze rozdéleni ndhodné veli¢iny X 1ze popsat smési K dvoupara-
metrickych logaritmicko-normalnich rozdéleni. Hustota smési je popséna (po dosazeni
do (2)) vyrazem

(Inx— 41,)’
X 7. f.xu., o xp| ——2—|. 12
f(\l!)Zf(ﬂj)Z\/fop[ 20 (12)
Vektor neznamych parametri y mé (K—1)+2K slozek a plati

V=(7, =1 K = Lu,,07, j=1,.K), (13)
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Veli¢ina Z = InX ma rozdé€leni popsané smési normalnich rozdéleni ve tvaru

fzy)= 2 J—G p[—%} (14)

tedy smési normalnich rozdéleni N ( ,uj,'O'jz.) s pravdépodobnostmi slozek z;. Tento
vztah vyuzijeme pro odhad parametra rozdéleni v pfipad€ neuplnych dat.

V ptipadé znamych piislusnosti do skupin (¢ast 1.2) byly odhady neznamych
parametr 7, j1,, &7 v (13) nalezeny jako (j = 1,.,K) (Bilkova, 2009)

n. Zln‘xi Z(lnxi _,[lj)z
#y=—L, g, = grl=t (15)
n n n

kde n; je absolutni etnost j-t€ slozky ve vyberu, n rozsah vybéru. Obdobné je mozné
v citované praci nalézt potiebné vztahy pro charakteristiky logaritmicko-normalniho
rozdéleni.

Pro neznamou pitislusnost ke slozce byly parametry (pro 1-5 slozek) odhadnuty
v souboru hodnot Inx. Pro hledani parametrii normalnich rozdéleni pro dany pocet
slozek (K = 1-5) byl pouzit EM algoritmus obsazeny v balicku flexmix (Griin, Leisch,
2008). Aproximacni procedura byla ve vSech pfipadech spusténa z riiznych poc¢atecnich
podminek vzhledem k tomu, ze EM algoritmus mize konvergovat k lokalnimu extrému,
a nikoliv ke globalnimu maximu. Poéet pocate¢nich podminek byl volen tak, aby se
zvétSoval s poétem slozek smési. Byl vyuzit jednak nahodny generator ptislusnosti
(obsazeny ve flexmix), ktery kazdému pozorovani pfitadi ndhodné ptislusnost ke slozce
a dale ptislusnost odhadnut4d pomoci uspofddaného vybéru hodnot Inx pro rizné volby
pravdépodobnosti jednotlivych slozek. Zvlasté v piipadé vétsiho poctu slozek (4 a 5)
opravdu algoritmus nalezl rGznd feSeni z riznych pocatecnich podminek, piipadné
konvergence zcela selhala i po velkém poctu iteraci. V piipad¢ existence riznych
feSeni bylo vybrano feSeni s maximalni dosaZzenou hodnotou vérohodnostni funkce
a tato volba jesté ovétena spusténim EM algoritmu z pocatecniho feSeni daného tfemi
dosazenymi nejlepSimi aproximacemi. Kvalita modell se stejnym poctem slozek byla
srovnavana hodnotou logaritmické vérohodnostni funkce v feSeni, modely s riiznym
pocet slozek (a tedy i parametrit) pak pomoci hodnoty Akaikova informacniho kritéria
AIC definovaného vztahem

AIC =2In(L(y)) + 2pocet parametrt modelu. (16)

V piipadé smési normalnich rozdé€leni jsou pocty parametrit modelu uvedeny
v tabulce 1. Z tabulky je patrny rychly nardst poctu parametrii s kazdou slozkou
zahrnutou do modelu.
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Tabulka 1
Poéet parametri pro modely se slozkami 1-5
';arametry 1 2 3 4 5
T | 07 T | 0 T | W0 T | 505 T | 505
Poéet parametri 0 2 1 4 2 6 3 8 4 10

Pramen: Vlastni vypocty.

2. Pouzita data a vysledky

Modely popsané v prvni Casti nyni pouzijeme pro popis rozdéleni Cistého ro¢niho
piijmu (v K¢) na jednu osobu Ceskych domécnosti v letech 2004 az 2008. Pouzitd data
pochazeji z $etfeni Zivotni podminky, které provadi od roku 2005 kazdoroéné Cesky
statisticky urad. Jedna se o narodni modul Setieni s ndzvem European Union — Statistics
on Income and Living Conditions (zkratka EU-SILC), Setfeni byla provedena v letech
2005 az 2009, zahrnuji vsak prijmy z let 2004—2009. Z rozsahlého Setfeni piijmi byly
pouzity pouze informace o celkovém ¢istém piijmu domacnosti a o poc¢tu ¢lenti domac-
nosti. Z téchto hodnot byl vydélenim urcen Cisty piijem na jednu osobu. Déle byly
vyuzity koeficienty (vahy) poskytované pro vybrané domacnosti. Rozsahy vybéri byly
postupnée 4 351, 7 483,9 675, 11 294 a9 911 domacnosti.

Pro tfidéni do skupin se zndmymi pfisluSnostmi ke slozkdm (Uplnéd data podle
1.2) byly pouzity udaje o vzdélani osoby v ¢ele domacnosti (zdkladni — Z, stfedni —
S, tipIné stfedni s maturitou — US, bakalaiské — BS a magisterské a doktorské — MS)
a byl pouzit model smési s 5 slozkami logaritmicko-normalniho rozdéleni piedstavu-
jicimi rozdéleni piijmu domdacnosti s osobami v ¢ele s danym dosazenym vzdélanim.
K posouzeni vlivu pfitomnosti ¢i nepfitomnosti vyzivovanych déti v domacnosti
(ptipadné jejich poctu) na prijem domacnosti byly domacnosti tfidény na bezdétné
a s détmi (dvé slozky) a podle poc¢tu déti na zadné, jedno, dvé, tii a Ctyti a vice déti (tedy
pét slozek). I po spojeni ma skupina 4 a vice déti v domacnosti i ve velkych vybérech
Setfeni, které byly k dispozici, velmi malou Cetnost vyskytu (jak je vidét v tabulce 3
na relativnich &etnostech 7). Dalsi skupinou s relativné malymi ¢etnostmi je skupina
s bakalatskym vzdélanim vzhledem k tomu, Ze titul bakalat se neudéluje dlouho a navic
malo studujicich timto titulem kon¢i a nepokracuje na magisterském studiu.
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Tabulka 2

Odhadnuté parametry slozek smési, slozky definované vzdélanim osoby v ¢ele

domacnosti
2004 z ] Us BS MS
A 11,342 11,422 11,558 11,652 11,844
o 0,345 0,405 0,460 0,518 0,516
7 0,127 0,451 0,293 0,015 0,114
2005 z s Us BS MS
A 11,377 11,459 11,61 11,825 11,862
o 0,353 0,394 0,444 0,522 0,522
7 0,126 0,460 0,290 0,018 0,107
2006 z ] us BS MS
A 11,46 11,546 11,683 11,851 11,933
o 0,365 0,388 0,436 0,517 0,488
T 0,122 0,460 0,292 0,017 0,109
2007 z S us BS MS
A 11,539 11,636 11,758 11,891 11,987
o 0,378 0,372 0,421 0,456 0,472
7 0,017 0,108 0,459 0,293 0,123
2008 z S us BS MS
A 11,629 11,711 11,849 11,981 12,076
o 0,36 0,363 0,42 0,527 0,507
7T 0,125 0,452 0,297 0,017 0,109

Pramen: Vlastni vypocty.

Kromé vyuziti informace o pfislusnosti ke slozce smési byly dale domacnosti
ttidény do slozek jen na zdklad¢é hodnoty sledovaného piijmu (model s neliplnymi
daty 1.3). Pro ptredkladanou analyzu nebyly vyuzity pro tfidéni do slozek zadné dalsi

vysvétlujici proménné.

V tabulkach 2 az 4 jsou uvedeny odhady parametr uréené podle (15) (tabulky 2
a 3) a pomoci EM algoritmu v tabulce 4. Odhady parametru x udéavaji odhad stredni
hodnoty logaritmu pifijmu v dané podskupiné, odhad parametru ¢ smérodatnou

odchylku tohoto logaritmu piijmu.
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Tabulka 3

Odhadnuté parametry slozek smési, slozky definované pfitomnosti (¢i poctem
déti) v domacnosti

Pocet déti
2004 Déti ne Déti ano 1 2 3 4 a vice
A 11,624 11,258 11,381 11,21 10,89 10,886
o 0,391 0,473 0,472 0,435 0,431 0,342
7 0,674 0,326 0,148 0,148 0,025 0,005
2005 Déti ne Déti ano 1 2 3 4 a vice
A 11,662 11,298 11,444 11,246 10,934 10,755
o 0,385 0,461 0,449 0,415 0,413 0,463
T 0,671 0,329 0,144 0,152 0,026 0,006
2006 Déti ne Déti ano 1 2 3 4 a vice
A 11,734 11,392 11,529 11,325 11,092 10,891
o 0,381 0,452 0,428 0,427 0,437 0,376
7 0,675 0,325 0,147 0,147 0,025 0,006
2007 Déti ne Déti ano 1 2 3 4 a vice
A 11,802 11,49 11,625 11,426 11,182 10,992
o 0,376 0,435 0,419 0,391 0,460 0,382
T 0,682 0,318 0,142 0,1452 0,026 0,005
2008 Déti ne Déti ano 1 2 3 4 a vice
1 11,877 11,586 11,728 11,508 11,312 11,026
7 0,377 0,442 0,432 0,396 0,431 0,338
T 0,689 0,311 0,143 0,137 0,026 0,004

Pramen: Vlastni vypocty.

V tabulce 4 jsou uvedeny odhady parametrti pro netiplna data pro modely s poc¢tem
slozek jedna az Ctyfi. Slozky v tabulce jsou uspotadany vzestupné podle hodnoty
odhadu parametru u, tedy podle odhadnuté sttedni hodnoty logaritmu piijmu na jednu
osobu v dané slozce. I kdyz stfedni hodnota logaritmicko-normalniho rozdéleni zavisi
nejen na hodnoté x, ale také na rozptylu %, poradi odhadnutych stfednich hodnot slozek
puvodnich (nelogaritmovanych piijmil) v tabulce 8 je stejné, nebot’ podle tabulky 4

vy$$i hodnotu parametru x4 doprovazi vétsi hodnota parametru o.
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Tabulka 4

Odhady parametri logaritmicko-normalniho rozdéleni jednotlivych slozek
pro K = 2-4

A ~ Py A ~ P

2004 &l H % &) 4, %, 7 H; 03 ”4 Hy 9

k=2 0370 | 11,469 | 0,162 | 0,630 | 11,524 | 0,557

k=3 | 0,259 | 11,460 | 0,127 | 0,616 | 11,508 | 0,445 | 0,125 | 11,571 | 0,793

k=4 0245 | 11,467 | 0,585 | 0372 | 11,467 | 0,585 | 0,371 | 11,542 | 0,379 | 0,012 | 12,447 | 0,891

2005 T & 0; , A, 0, 7 ] Iz 7, H, o,

k=2 0382 | 11,506 | 0,160 | 0,618 | 11,564 | 0,522

k=3 | 0257 | 11,497 | 0,121 | 0,631 | 11,539 | 0,435 | 0,112 | 11,661 | 0,808

k=4 0322 | 11,396 | 0,452 | 0,248 | 11,49 | 0,118 | 0,308 | 11,663 | 0,358 | 0,122 | 11,729 | 0,776

2006 &l Ay o 7, A, 0 7 H; %3 , Hy oy

k=2 0438 | 11,580 | 0,176 | 0,562 | 11,657 | 0,557

k=3 | 0270 | 11,565 | 0,131 | 0,586 | 11,637 | 0,411 | 0,144 | 11,672 | 0,766

k=4 | 0254 | 11,561 | 0,127 | 0,308 | 11,625 | 0,584 | 0,416 | 11,649 | 0,361 | 0,022 | 11,951 | 1,021

2007 &l A, % & A, %, 7 Hs %3 & Ay 9

k=2 0518 | 11,648 | 0,205 | 0482 | 11,759 | 0,563

k=3 | 0307 | 11,628 | 0,146 | 0,63 | 11,732 | 0,427 | 0,064 | 11,758 | 0,919

k=4 001 |11,522 | 1,334 | 0,254 | 11,624 | 0,133 | 0,494 | 11,709 | 0,360 | 0,242 | 11,777 | 0,602

A A A A A~ Py Py ~ P

2008 # Ay % & A, %, 7 H; % 7, H 9,

k=2 | 0624 | 11,736 | 0,237 | 0,376 | 11,871 | 0,605

k=3 | 0275 | 11,681 | 0,144 | 0,613 | 11,822 | 0,382 | 0,112 | 11,85 | 0,830

k=4 0231 | 11,670 | 0,134 | 0,439 | 11,813 | 0,315 | 0,297 | 11,82 | 0,545 | 0,033 | 11,957 | 1,044

Pramen: Vlastni vypocty.

V tabulce 5 jsou vSechny modely srovnany podle hodnoty Akaikova kritéria ((16)
a tabulka 1). Pfipomenme, Ze vzhledem k riznému poctu pozorovani v jednotlivych
letech nelze pfimo srovnavat kvalitu modelti mezi jednotlivymi roky. Ve vSech sledo-
vanych letech hodnota kritéria klesa pro pocty slozek jedna az Ctyfi a pro pét slozek
zaciné rast. V piipadé péti slozek penalizace za pocet parametri v (16) prevazi riist
hodnoty vérohodnostni funkce. Proto v tabulce 4 nejsou uvedeny parametry modelu
s péti slozkami. Popisovat rozdéleni pfijma jednim logaritmicko normdlnim rozd¢-
lenim také neni vhodné (tabulka 5) a proto hodnoty odhadnutych parametrii tohoto
modelu nejsou uvedeny v tabulce 4. Hodnota Akaikova kritéria pro tento model je vSak
zajimava pro srovnani s hodnotami model smési konstruovanych na zakladé vzdélani
a poctu déti. Je vidét, ze pouziti téchto smési nevede k vylepseni modelu celkového
rozdéleni ptijmt. Dostavame tedy zajimavou informaci o podskupinach, smiseni téchto
rozdéleni do rozdé€leni celkového ale nepfinasi vyrazné zlepSeni modelu. Na druhé strané
konstrukce umélych podskupin (jak plyne také z jejich konstrukce) vede k vylepSeni
modelu. Jiz dvé slozky ve smési znamenaji vyrazné vylepSeni aproximace empirického
rozdéleni modelem, vysledky modeld se tifemi a ¢tyfmi slozkami jsou jiz velmi podobné
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a velmi dobfe vystihuji empirické rozd€leni pozorovani piijmi. Vzhledem k velikosti
vybeéru vsak testy dobré shody vychazeji ve vSech ptipadech vyznamné.

Tabulka 5

Srovnani kvality uvazovanych modell, hodnoty Akaikova kritéria (16)
Model 2004 2005 2006 2007 2008
K=1 105 575 181 891 236 278 276 868 244 598
K=2 105 078 181 000 235073 275 458 243 669
K=3 105 031 180 862 234 945 275 264 243 067
K=4 105 026 180 860 234 940 275 223 243 040
K=5 105 032 181 234 234 937 285 382 243 159
Déti (ano/ne) 110 349 190 074 246 951 289 447 259 606
Déti (0, 1, 2, 3, >3) 113 033 194 660 251 790 296 107 260 956
Vzdélani 99 481 172 001 223170 279 644 230 186

Pramen: Vlastni vypocty.

V tabulkéach 6 az 8 jsou uvedeny maximalné vérohodné odhady zakladnich charak-
teristik polohy (stfedni hodnota) a variability (smérodatna odchylka) pro jednotlivé
slozky na zakladé odhadnutych parametrd (tabulky 2 az 4). Pfi interpretaci charak-
teristik jednotlivych slozek by bylo vhodné vzit v ivahu inflaci v Ceské republice
ve sledovanych letech. Inflace byla celkem 14,1 procenta (podle CZSO), meziro¢ni pak
postupné 1,9, 2,5, 2,8 a 6,3 procenta. V poslednim fadku tabulek je uveden koeficient
rustu charakteristiky za sledované obdobi.

Stfedni hodnoty pro déleni podle poctu déti (tabulka 6) vzrostly o 15% (domac-
nosti se 4 a vice détmi) az 52 % (domacnosti se 3 détmi), zastoupeni obou skupin je
vSak velmi malé. Ostatni hodnoty se pohybovaly v mnohem uzsim pasmu mezi 28 a 32
procenty. Pro smérodatné odchylky doslo k nardstu (vynechame-li dvé vySe zminéné
skupiny) o 19 az 23 procent. Pro déleni podle vzdélani osoby v ¢ele doméacnosti (tabulka
7) stfedni hodnoty slozek vzrostly o 31-40 procent, smérodatné odchylky o 17-42
procent hodnoty roky 2004.

V tabulce 6 je patrny vliv poctu déti v domacnosti na sledovany piijem na jednu
osobu. Podle o¢ekavani stfedni hodnota ptijmu klesa s poctem déti v domacnosti. Pro
ob¢ charakteristiky je rozdil mezi hodnotou pro bezdétné domacnosti a domacnosti se
ttemi détmi pfiblizné 60 tisic korun. Rozdil by byl mensi, pokud by byl analyzovéan
pfijem na ekonomickou jednotku, ktery détem dava vahu 0,3 misto 1, jako ve vypoctu
na jednu osobu a druhé dospélé osobé v domacnosti vahu 0,5. Proto u uplné rodiny
se dvéma détmi se celkovy piijem déli jen poctem ekonomickych jednotek 2,1 misto
poc¢tem c¢lenti 4. U doméacnosti se dvéma dospélymi a ¢tyfmi détmi je to dokonce 2,7
misto 6, a tedy vysledny piepocitany ptijem je vice nez dvakrat vetsi.

V tabulce 7 je vidét ocekavany pozitivni vliv vzdélani na piijem, i kdyZ v tomto
textu jde o vliv vzdélani osoby v ¢ele domacnosti. Ve sledovanych letech byla odhadnuta
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stiedni hodnota pfijmu pro magisterské vzdélani o 62—77 procent vétsi nez pro doméc-
nosti s osobou v ¢ele se zakladnim vzdelanim (nebo bez vzdé€lani), zatimco smérodatné
odchylky byly 2,5-3krat vétsi.

Tabulka 6

Odhady stfednich hodnot a smérodatnych odchylek slozek ve smési
logaritmicko-normalnich rozdéleni, déleni podle poctu déti (index charakterizuje
zménu 2004-2008)

Déti ne Déti ano Pocet déti 1 Pocet déti 2 Pocet déti 3 Pocet déti
EX) | VDX | E | JDX) | EX) | yDX) | EX) |D®) | EX) | JD(X) | E®) | JDX)
2004 | 120625 | 49026 | 86670 | 49026 | 97968 | 49026 | 81195 | 37059 | 58858 | 26593 | 56641 | 26593
2005 | 125005 | 49967 | 89703 | 49967 | 103239 | 49967 | 83459 | 36182 | 61040 | 26324 | 52166 | 26324
2006 | 134132 | 53016 | 98140 | 53016 | 111368 | 53016 | 90777 | 40598 | 72221 | 33129 | 57624 | 33129
2007 | 143299 | 55842 | 107432 | 55842 | 122123 | 55842 | 98957 | 40219 | 79842 | 38758 | 63893 | 38758
2008 | 154518 | 60386 | 118620 | 60386 | 136123 | 60386 | 107625 | 44346 | 89759 | 40554 | 65064 | 40554
index | 1,28 1,23 1,37 1,23 1,39 1,23 1,33 1,20 1,53 1,52 1,15 1,52

Rok

Pramen: Vlastni vypocty.

Tabulka 7

Odhady stfednich hodnot a smérodatnych odchylek slozek ve smési
logaritmicko-normalnich rozdéleni, déleni podle vzdélani (index charakterizuje
zménu 2004-2008)

Zakladni Stiedni Uplné stiedni Bakalaiské Magisterské
EX) | VDX | E® | b | EX) | JD) | EX) | JDX) | EX | DX
2004 89457 | 31804 | 99113 41844 | 116285 | 56450 | 131421 | 72909 | 159075 | 87 862
2005 92902 33843 | 102398 | 41962 | 121609 | 56768 | 156567 | 87625 | 162469 | 90 928
2006 101378 | 38270 | 111443 | 44920 | 130359 | 59648 | 160275 | 88720 | 171454 | 88907
2007 110243 | 43206 | 121427 | 47454 | 139612 | 61480 | 161938 | 77854 | 179583 | 89711
2008 119826 | 44574 | 130207 | 48866 | 152848 | 67134 | 183481 | 103813 | 199691 | 108111
index 1,34 1,40 1,31 1,17 1,31 1,19 1,40 1,42 1,26 1,23

Rok

Pramen: Vlastni vypocty.

V tabulce 8 jsou uvedeny charakteristiky pro umélé slozky smési pro model se
dvéma a ttemi komponentami. Dvé€ slozky by bylo mozné interpretovat tak, Ze domac-
nosti jsou rozdéleny do dvou skupin, na skupinu s niz§imi a na skupinu s vy$§imi ptijmy
(a také vétsi variabilitou popsanou napiiklad variacnim koeficientem). Odhadnuté
hodnoty vah (tabulka 4) pak ptiblizuji podil jednotlivych slozek mezi domacnostmi. Je
patrné, ze zastoupeni prvni slozky s nizS§imi pfijmy roste s Casem. V ptipadé tii slozek
se zd4, ze se z domacnosti s vy$§imi piijmy vydeli pfiblizné 12 procent do skupiny
s vysokymi pfijmy a zbytek utvoii stfedné pfijmové pasmo. Pii této interpretaci ma
smysl uvazovat také zménu v letech 20042008, ktera je indexem popsana v poslednim
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fadku tabulky. Odhadnuté stfedni hodnoty rostou stejné jako smérodatné odchylky.
V ptipad¢ dvou slozek rostou variacni koeficienty prvni slozky od 16 % v roce 2004
do 24 % v roce 2008, druha slozka od 60 procent do 66 procent. Pro model se tfemi
sloZzkami podobné roste variacni koeficient od slozky charakterizujici pfijmy domac-
nosti s nizkymi pfijmy (rast od 12 do 14 procent v roce 2008), ptes slozku charakteri-
zujici sttedné prijmové domacnosti (kolisani v intervalu 40-45 procent) az po slozku
popisujici vysoké piijmy s kolisanim varia¢niho koeficientu kolem 100 procent.

Tabulka 8

Odhady stfednich hodnot a smérodatnych odchylek slozek ve smési
logaritmicko-normalnich rozdéleni, neznama prislu$nost ke slozce (index
charakterizuje zménu 2004-2008)

K=2 K=3

Rok Prvni slozka Druha slozka Prvni slozka Druha slozka Treti slozka
E(X) D) E(X) D(X) E(X) D(X) E(X) D(X) E(X) D(X)
2004 96967 15812 | 118081 | 71218 95613 12192 | 109866 | 51413 | 145136 | 135797
2005 100589 | 16198 | 120601 | 67496 99143 12040 | 112827 | 51496 | 160722 | 154246
2006 108607 | 19264 | 134878 | 81349 | 106253 | 13979 | 123187 | 52845 | 157216 | 140455
2007 116893 | 24217 | 149864 | 91523 | 113398 | 16645 | 136375 | 60990 | 194908 | 224521
2008 128551 | 30900 | 171787 | 114208 | 119535 | 17303 | 146527 | 58079 | 197689 | 196849
index 1,33 1,95 1,45 1,60 1,25 1,42 1,33 1,13 1,36 1,45

Pramen: vlastni vypocty.

Zavér

Model konecné smési rozdéleni je uzite¢ny pii modelovani pravdépodobnostniho
rozdéleni nahodnych veli¢in. Hustotu slozitého rozdéleni casto s vice vrcholy
popisuje pomoci vazeného priméru (obecné velkého poctu) hustot jednoduchych,
vhodnych rozdéleni se zndmymi vlastnostmi. Pokud sledovana veli¢ina je definovana
na zakladnim souboru, ktery se sklada z disjunktnich podmnozin, Ize si piedstavit rizné
pravdépodobnostni rozdéleni nahodné veli¢iny v jednotlivych slozkach. Tato rozdéleni
jsou pak popsana hustotami, z kterych je pak pomoci vah odrazejicich zastoupeni dané
podmnoziny v celé sledované populaci konstruovano rozdéleni nahodné veliCiny.
Problém odhadu parametrt pak z&visi na tom, zda pro konkrétni pozorovéni 1ze, nebo
nelze pozorovat piislusnost k n¢které ze slozek. Nejéastéji je pro vSechny slozky smési

pouZito stejné rozdéleni (a slozky se 1isi jen volbou parametrir), tento postup byl pouzit
1 v tomto textu.

Dal8i moznosti pouziti smési rozdéleni je popsat rozdéleni smési riznych rozdéleni
tak, aby bylo mozné pouzit napiiklad jina rozdéleni pro stfedni ¢ast hodnot nahodné
veli¢iny a jiné (naptiklad Paretovo) pro hodnoty malé ¢i velké.

Pfi modelovani ptfijmii na osobu dochazi k vyraznému vylepSeni (samostatné
nepiili§ vhodného) logaritmicko-normalniho rozdé€leni jiz pifi pouziti dvou slozek,
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pficemz jiz 3 slozky poskytly pomémé velmi dobrou aproximaci pro pfijmy v letech
2004-2008.

Pokud byl pouzit model se znamymi prisluSnostmi ke slozkam, byla ziskéana
uzite¢na informace o jednotlivych podskupinadch domacnosti odrazejici vliv vzdélani
¢i poctu déti, pristup vSak nevedl k dobrému modelu pfijmu mezi vS§emi domacnostmi
(nedoslo k vyraznému zlepSeni Akaikova kritéria proti modelu s jednou slozkou,
odhadnuta hustota velmi Spatné vystihuje empirické rozloZzeni pravdépodobnosti /graf
neni obsazen v textu/).

Oproti tomu hledani umélych komponent tak, aby vysledny model co nejlépe vysti-
hoval data, vedlo k velmi dobrému vystizeni rozdéleni pozorovanych hodnot. V tomto
pripadé ale dochazelo (zvlasté pro pocty skupin 4 a 5) k numerickym problémim
s odhadem a k problémtm s identifikaci parametri. Obecné pii pouziti konecnych
smési s mnoha slozkami dochazi k velmi obtizné identifikaci parametri (slozek).

Stejné jako u jinych problémil parametrickych modelt je diileZita volba rozd¢€leni.
Je to zékladni problém zvlaste tehdy, pokud pouzivame predem definované déleni
do slozek, nebo pro model s nezndmymi slozkami maly pocet slozek. Pokud bychom
nebyli omezeni poctem slozek, bylo by mozné rozdé€leni aproximovat smési naptiklad
jen normalnich rozdéleni.
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THE USE OF FINITE MIXTURES OF LOGNORMAL DISTRIBUTION
FOR THE MODELLING OF INCOME DISTRIBUTIONS

Abstract: In the text finite mixtures of lognormal distributions are used for the modelling of
net annual per capita income of the Czech households in Czech crowns in 2004-2008. All
the households are divided into subgroups with observed group membership according
to the attained education of the head of a household (a factor with five levels: basic,
secondary, complete secondary, bachelor, magister education), the existence of children
in the household (a factor with two levels: children yes or no) and the number of children
(a factor with five levels: 0-3, more than 3 children). Then, models with incomplete data
(unobserved component membership) were used for 2-5 components. All the estimates
in the text are maximum likelihood estimates; explicit formulas exist for the complete data
models; an EM algorithm for normal mixtures incorporated in the flexmix package in R was
used for the incomplete data models. The models are compared with the use of the Akaike
criterion. Maximum likelihood estimates of mixing proportions, expected values and stan-
dard deviations of the components are given and their development in the five-year period
analysed is discussed. The program R was used for all the computations.
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