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Odhad funkce preziti

,*
Jana Kahounova

Predmétem zdjmu metod analyzy pieziti je sledovani urcitého jevu na danych
objektech. Tomuto jevu budeme fikat ,,selhani®, i kdyZ se nemusi ve vSech pfipadech
jednat o negativni udalost. Metody analyzy pfeziti se zabyvaji daty — hodnotami
nahodné veliciny X, ktera predstavuje dobu do vyskytu urcitého jevu — dobu od pocatku
vyzkumu do ,,selhani“. Tyto metody se zpocatku vyuzivaly zejména v medicing a pro
nahodnou veli¢inu X se vzil termin doba Zivota nebo doba pfeziti. Vyuziti téchto metod
je v8ak daleko S§irsi, napf. ve strojirenstvi miiZzeme sledovat dobu do poruchy néjakého
zafizeni. Odtud také pochazi alternativni nazev — teorie spolehlivosti. V tomto textu
budeme nezapornou nahodnou veli¢inu X nazyvat doba do poruchy.

Predpokladejme, Zze zaCneme pozorovat n objektl stejného typu, ptiCemz
experiment je organizovan tak, ze pozorovani zane u vSech objekti ve stejném
okamziku #=0 a pozorovani budeme provadét tak dlouho, dokud vSechny objekty
nebudou mit poruchu. Takto ziskdme uplny ndhodny vyber, ktery tvori nezavislé
ndhodné veli€iny X, j=1,2,..,n piedstavujici skutecné doby do poruchy
u jednotlivych objektti. V mnoha ptipadech se jedna o dlouhy ¢asovy horizont a z tech-
nickych ¢i ekonomickych diivodii nemiizeme provést experiment az do konce. Musime
tedy vhodné rozhodnout o ukonéeni pozorovani. V tomto piipadé¢ dostaneme neupliny —
cenzorovany nahodny vyber, kdy mame Gplnou informaci jen u » < n pozorovani.

Podle toho jaka pravidla si stanovime pro ukonceni pozorovani, pracujeme
s riznymi modely cenzorovani.

Cenzorovani typu I

Pfi cenzorovani typu I je pozorovani ukonceno v pfedem uréeném okamziku
T>0. Cislo T je tzv. ¢asovy cenzor. Jedna se ziejmé o cenzorovani ¢asem. Timto
postupem ziskame prvnich » pozorovani — poradkovych statistik

X(l) SX(z) S...SX(F) <T, X(r) STSX(HI).

O zbyvajicich n — r objektech vime pouze to, Ze u nich je skutecna doba do
poruchy vétsinez 7, tzn. X, j = r+ 1, r + 2, ..., n jsou cenzorovana pozorovani.
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Cenzorovani typu IIL.

Tak jako v predeslém piipadé vSech n objektd vstupuje do pozorovani soucasne.
Cenzorovani typu II je cenzorovani poruchou. Je piedepsan pocet poruch r, 1 < r < n.
Doba trvani experimentu je doba do poruchy r-tého objektu X{,y. Opét zde mame tplnou
informaci u prvnich r pozorovani

X <X oS X,

o ostatnich vime, Ze jsou vétsi nez X,

Nahodné cenzorovani

V tomto ptipadé¢ sledujeme dobu do poruchy X a ¢asovy cenzor 7. Oznacime jako
nahodnou veli¢inu W;=min(X;, T})), j=1,2,..,n. U tohoto typu cenzorovani
nepiedpokladame, ze vSech n objektli vstupuje do experimentu soucasné. Nahodna
veli¢ina T;, j=1,2,..,n pak pfedstavuje dobu do cenzorovani u j-t¢ho objektu.
Piedpokladame, Ze ndhodné veliCiny X; a 7; jsou nezavislé. Dale zavedeme veli¢inu C;,
tzv. cenzorovaci index, ktery ndm poskytuje informaci o tom, zda se jedna o skutecnou
dobu do poruchy nebo dobu do cenzorovéni. V ptfipadé€, Ze pozorovani je v Case T
necenzorované, bude C;=1 a W;=X,. U cenzorovanych pozorovani bude C;=0
a W;=T,. Vysledkem experimentu bude nyni dvourozmérny ndhodny vybér s prvky
W, T),j=1,2, ..., n.

Funkce preziti a dalSi formy popisu rozdéleni doby do poruchy

Uvazujme nezapornou nahodnou velic¢inu X spojitého typu ptedstavujici dobu do
poruchy s distribu¢ni funkei

F(x)=P(X <x) 1)

a s hustotou pravdépodobnosti f{x), pficemz ve vSech bodech, kde existuje derivace
distribu¢ni funkce je

f(x)=%F(x)- @

Funkce F(x) udava pravdépodobnost, ze v intervalu (0, x) dojde k poruse.

Funkce preziti, resp. funkce spolehlivosti S(x) vyjadfuje pravdépodobnost, Ze
v intervalu (0, x) k poruse nedojde

S(x)=P(X >x):1—F(x)=Tf(t)dt. (3)

Tyto i dalsi funkce budeme uvazovat jen na intervalech (0, «), protoze jejich
hodnoty na intervalu (—oo, 0) jsou vzhledem k nezapornosti ndhodné veli¢iny X ziejmé.
Napt. pro x <0 je F(x) =0, S(x)=1.
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Uvedené funkce jsou dvé ekvivalentni vyjadfeni rozd€leni nezaporné spojité
nahodné veli¢iny. Je mozno pouzit i dalsi funkce jako napf. funkci rizikovou. Rizikova
funkce r(x) je definovana vztahem

r(x)zlAirréiP(xSX<x+A|X2x),x>0,A>O. (4)
Z definice podminéné pravdépodobnosti dostaneme
(X)
ProtoZe

fx)= [1 S(x)]= ——[S(X)]

bude
r(x)= [_(fx S(x)}/S(x) = —%ln S(x). (6)

Vyraz Ar(x) udava priblizné pravdépodobnost poruchy ve velmi kratkém casovém
intervalu (x, x + A) podminénou bezporuchovym provozem po dobu x. Funkci #(x)
muizeme interpretovat jako riziko poruchy za jednotku casu (nebo také jako intenzitu
poruch) béhem procesu starnuti.

Odhad funkce preziti

Je-li znamo, ze pravdépodobnostni rozdéleni doby do poruchy je popsano funkci

F(x,®) kde O =[®],®2,...,®P] je vektor nezndmych parametrl, na nichZ toto

rozdéleni zavisi, pak odhad funkce preziti stanovime obvykle na zakladé¢ odhadu
parametru ©.

Predpokladejme, ze jako model rozdéleni doby do poruchy pouzijeme
jednoparametrické exponencialni rozd€leni s hustotou pravdépodobnosti

f(x;A)=2e",x>0,1>0, @)
=0 jinak.

Funkce pteziti v bod¢ x, tj. pravdépodobnost, ze zafizeni bude pracovat bez
poruchy po dobu alespoii rovnou x

S(x)=e . @®)

K odhadu parametrické funkce S(x) je mozno také pouzit Raovu-Blackwellovu
vétu (viz napt. [1]). Vyjdeme z jednoduchého nestranného odhadu
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U=1 pro X, 2x,
=0 pro X, <x

a stanovime uplnou postacujici statistiku pro 4
n
V= Z X
=1

kterd ma rozd€leni Gama s parametry n a A. NejlepSim nestrannym odhadem funkce
S(x) je pak statistika ¢ V), pro kterou plati

p(V)=EU|v)=P XlzxZXj:v , 1.

Jj=1

n-1
x n
p(V)=|1-- pro > X, >x,
> X, J=
PR
=0 pro ZX/‘ <X.

J=1

U vybért vétsiho rozsahu lze pouzit maximalné vérohodné odhady. Pro maximalné
vérohodny odhad parametrické funkce y(®)=y(0,,0,,...0,) plati

7(0,,0,,...0,)=7(0,,0,,...0,). 9)
Zrozd8leni flx; ®) pofidime uplny ndhodny vybér X=[X,X,,...X,].

!
Vérohodnostni funkce pii daném X = [x1 I S xn] ma tvar

L(X;@)zﬁf(xj;ﬁ)). (10)

A A

Maximalné vérohodny odhad ® = [@1 ,0,,...,0 P] dostaneme feSenim soustavy
vérohodnostnich rovnic
Oln L(x;0)

=0, k=1,2,...P.
a @k s LRt ] (11)
Nyni budeme uvazovat neuplny nahodny vybeér, ktery tvoii ndhodné cenzorovana
pozorovani. Predpokladdme, ze X a T jsou nezavislé spojité nahodné veliiny.
Rozdéleni ndhodné veliCiny X zavisi na vektorovém parametru @, a je popsano
distribu¢ni funkci F, resp. hustotou pravdépodobnosti f a rozd€leni nahodné veli¢iny T
zavisi na vektorovém parametru ®, a je popsano distribu¢ni funkei G, resp. hustotou
pravdépodobnosti g. Je mozno dokazat, Ze rozdéleni nahodného vektoru (W, C) ma
hustotu pravdépodobnosti
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c 1-c
h(w,c)={fW[1-GW]} {gW[1-Fw)]} ", w>0, c=0,1. (12)

Pak vérohodnostni funkce pfi daném vysledku experimentu bude

I

Lin0,0)=L(0,0)] [0, ] r)[1-Gony | fe)[1-Fon ]

Ozna¢ime mnozinu indexd necenzorovanych pozorovani jako R a mnozinu
cenzorovanych pozorovani jako Z. Jak bylo jiz vySe feceno, jestliZe j € R, pak ¢; = 1
ajestlize j € Z, pak c¢; = 0. Po dalSich upravach vérohodnostni funkce bude

£(©,.0,)=[Tsop[T[1-Fow) [Tew)[T[1-Gw) |

Oznacime
LO)=[Trov[[1-Fow) ],
jeR jez (13)
L,(©,)=[Tew)[I[1-G(w)]

Jestlize rozdéleni uvazovanych veli¢in nezavisi na spole¢nych parametrech a mezi
0, a @, neexistuje funkéni zavislost, dostaneme maximaln¢ vérohodné odhady fesenim
soustavy rovnic

oL (@)

=0, k=12....P.
20, (1

Cely postup ilustrujeme opét na jednoduchém piikladé jednoparametrického
exponencidlniho rozdéleni s hustotou pravdépodobnosti (7). V pifipadé uplného
nahodného vybéru bude vérohodnostni funkce (10)

L(x;)=A4" exp[—ﬁzn: xjj

J=1

a feSenim vérohodnostni rovnice (11)

je

Podle vztahu (8) bude maximalné vérohodny odhad funkce preziti

S’(x) = exp(—éj.
X
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Pfi ndhodné cenzorovaném vybéru vyuzijeme (13) a

Lv=11] Qe I e ™.

JER jezZ
Oznacime pocet prvkd mnoziny R jako IR| , takze

LA)=A"TTe™ e ™

JER jezZ
Pak rovnice (14)
R <
— = Z Wj =0
R
dava vysledek
R

n
2w,
j=1

i:

a odhad funkce preziti

S(x)=exp __|nR|x .
S
=

Uvazujme nyni ndhodny vybér X;, Xo, ..., X, z rozd€leni, jehoZ tvar nezname. Na
zéaklad¢ realizace tohoto nahodného vybéru chceme odhadnout distribuéni funkci F(x).
Dobrym odhadem je empiricka distribucni funkce, kterou budeme znacit Fn(x)
Empirickou distribu¢ni funkci definujeme jako funkci, kterd kazdému x pfifazuje
relativni Cetnost pozorovani mensich nebo rovnych x. Oznacime-li M, pocet veli¢in X},
které spliiuji nerovnosti X; < x, pak

ﬁn(x)zMX. (15)
n

Ziejmé plati, Ze
F,(x)=0, x<X,

Jj .
==, X, <x<X . j=L...,n—1, (16)

n
=1, x=2X,.

Empirickd distribucni funkce je schodovita funkce, je rovna 0 pro vSechna x < Xy,
je rovna 1/n pro vSechna Xy < x < X»), atd. To znamena, Ze je konstantni v intervalech
(X(j), X+1)) se skokem 1/n v kazdém bod& X(;), v némz funkce £, (x) ma diskontinuitu.
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Velicina M = nﬁ; (x) ma binomické rozdéleni s parametry n a 7= F(x). Pro

sttedni hodnotu, resp. rozptyl ndhodné veliCiny, feknéme X, pouzijeme obvyklé
symboly E(X), resp. D(X). Pak ziejmé plati

E(M,)=E| nF,(x) |=nF (x),
DM )= D[nﬁn (x)] = nF(0)[1-F(x)],
takze

E[£,(x)]=F(0), (7

D| F(x)|= Felt=Fe] (18)

n

Funkce ﬁn (x) je tedy nestrannym odhadem distribu¢ni funkce F(x) a protoze

lim F(x) [1 - F(x)]

n—>0 n

=0, (19)

je funkce ﬁn (x) také odhadem konzistentnim.

Z Moivreovy-Laplaceovy véty plyne, Ze pro n — o« ma ndhodna veli¢ina
[£,(0-F(x) [Vn
JF@[1-F(x)]

asymptotické normalni rozdéleni N(0;1).

(20)

Obdobné mizeme postupovat i pro nahodné cenzorovana data. Necht doby do
poruchy X, X3, ..., X, tvoti ndhodny vybér ze spojitého rozde€leni s distribucni funkci F
a doby do cenzorovani T, T, ..., T, predstavuji ndhodny vybér ze spojitého rozdéleni
s distribu¢ni funkci G. Néhodné veli¢iny X;, T; jsou nezavislé. V pfipadé nadhodného
cenzorovani pozorujeme hodnoty veli¢in W;=min(X,, 7;) a hodnoty cenzorovaného
indexu Cj, j=1,2, ..., n. Zté€chto hodnot pak provedeme odhad distribucni funkce F,
resp. funkce preziti S nahodnych veli¢in X, X5, ..., X,. Jedna se o urcitou modifikaci

empirické distribu¢ni funkce 13;1 (x), resp. empirické funkce preZiti S'n (x)=1- 13;1 (x).

Necht Wy, W, ..., Wu) je uspofddany ndhodny vybér dob do poruchy nebo
cenzorovani. Vzhledem k tomu, ze F, G jsou funkce spojité, nastane s pravdépodobnosti
jedna

Way<Wa) <..< W

Oznacime jako
Cyh=1, W je necenzorovano,
=0, W je cenzorovano.
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Pak odhad funkce pteziti ma tvar
C(i)
I | I-—— |, x<W_.,
] Y (n)
i W(,-]Sx i

=0, x>W,,

S(x)
1)

kde Y; je pocet objekti, které pozorujeme tésné pied udalosti v Case W, tedy
Y=n-i+l, i=12,..,n
Vztah (21) je tzv. Kaplaniv-Meieriv odhad funkce pteziti. V literatufe se miizeme

setkat s riiznymi alternativnimi tvary tohoto odhadu. V piipadé, Ze pii experimentu
nenastane zadné cenzorovani, tj.

C,=Co=...=C, =1,

pak dosazenim do (21) dostavame

S=T1 [1—;J )

I W(i)SX I’l—l+1

a Kaplantiv-Meiertiv odhad se zjednodusi na empirickou funkci preziti SA'H (x).

Zaveér

Analyza preziti pfedstavuje skupinu metod, které ptivodné slouzily pro analyzovani
dat ziskanych pfi laboratornich vyzkumech Zivocichii nebo pfi klinickych studiich lidi.
Vyuziti je vSak daleko $ir§i. Kromé strojirenstvi, kde se pouziva alternativni nazev —
analyza spolehlivosti, dochazi ke znaénému rozsireni t€chto metod i do takovych obori
jako je sociologie, marketing, pojistovnictvi apod.

Jednou z forem popisu pravdépodobnostniho rozdéleni nahodné veli¢iny — doby do
vyskytu uréité udalosti je funkce preziti. Obsahem clanku jsou moznosti odhadu této
funkce v ptipad¢ uplného i neuplného nahodného vybéru. Jsou zde uvedeny moznosti
odhadu za ptedpokladu urcitého pravdépodobnostniho modelu rozdéleni sledované
nahodné veliciny i jedna z moznosti neparametrického odhadu funkce pteziti. Nékteré
postupy jsou ilustrovany na jednoduchém piipadé, kdy predpokladame exponencialni
model pravdépodobnostniho rozdéleni uvazované ndhodné veliCiny.
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Odhad funkce preziti

Jana Kahounova

Abstrakt

Aplikace analyzy dat o ,pfeziti“ (survival data) zaznamenala velky rozvoj
a metody analyzy preziti se rozsitily z oblasti biomediciny a techniky do fady dalsich
obort. Problému odhadu pravdépodobnostniho rozdéleni doby do vyskytu uréitého jevu
v pfipadé€, kdy jsou k dispozici cenzorovana data, je vénovana zna¢nd pozornost.
V tomto ¢lanku se zabyvame moznostmi odhadu funkce pfeziti za riznych situaci.
Jestlize nejsme ochotni Cinit parametrické piedpoklady o presné formé pravdépo-
dobnostniho rozde€leni doby do ,,selhani“ a doby do cenzorovani, ale jsme ochotni
predpokladat jejich nezavislost, pak je vhodné vyuzit Kaplantiv-Meieriv odhad, ktery,
kromg jinych vhodnych vlastnosti, je konzistentni.

Klic¢ova slova: analyza pieziti; funkce pieZiti; cenzorovana pozorovani.

Estimation of Survival Function

Abstract

In the past decade applications of the statistical methods for survival data analysis
have been extended beyond biomedical and reliability research to other fields. The term
survival data has been used in a broad sense for data involving time to a certain event
such a failure, response, death and so on. Survival times are subjected random
variations and like any random variable, they form a distribution. The ability to estimate
a survival distribution in the presence of censoring is important and has been studied
extensively. This paper is concerned with estimators of survival function. If one is not
willing to make parametric assumptions about the exact form of the underlying survival
and censoring distributions but is willing to assume independence between survival and
censoring variables, Kaplan and Meier provided an estimator which is consistent,
among other desirable properties.

Key words: survival analysis; survival function; censored observations.
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