SROVNANI KLASICKE A BAYESOVSKE
PRAVDEPODOBNOSTI A STATISTIKY (1.)

Petr Hebak*

Uvod

Hlavnim cilem tohoto pfispévku je upozornit vyzkumniky rtznych védnich obord,
7e bayesovska pravdépodobnost a statistika je mnohem vice nez vSeobecné znamy
Bayestiv vzorec a jeho obcasné pouziti v ukazkovych ¢i ilustrativné orientovanych
prikladech pfi vykladu operaci s pravdépodobnostmi nahodnych jevi. Zobecnujicimi
usudky se ve statistice bézn¢ rozumi bodové odhady a intervalové odhady (jedno-
rozmérnych ¢i vicerozmérnych) populaénich parametrii ¢i charakteristik na zakladé
nahodnych vybért a testy hypotéz nejriznéjsiho typu a zaméteni. Mnohdy mezi autory
¢lankll v nestatisticky orientovanych Casopisech existuje az fetiSizovana predstava,
7e odborny piispévek neobstoji bez statistického festu vyznamnosti. Uvodem je proto
tteba varovat nebo aspoii pripomenout odborné vefejnosti skutecnost, ze nejen mecha-
nické pouzivani nastrojii a terminologie z oblasti statistickych usudkt, ale samotné
tyto statistické nastroje jsou opravnéné odbornou vetejnosti z riznych hledisek uz
dlouhodobeé kritizovany a zpochybniovany.

Za zminku stoji vyborna kniha Chamonta Wanga, ktera pod ndzvem Sense and
Nonsence of Statistical Inference byla napsana pred 18 lety. Je soustfedéna na rostouci
omyly, chybna pouziti nebo nedorozuméni predev§im v oblastech festii vyznam-
nosti, statistického zobecnovani, statistické kauzality a subjektivnich usudkii. Wang
v uvodu tika, Ze mnoho let se citil frustrovany a podvedeny pri aplikacich tzv. statis-
tickych modelii a zpiisobem pouzivani statistickych testii v oblasti neexperimentalnich
dat. Kniha Wanga ani zdaleka nechce byt jen kritikou statistiky. Caste¢né je naopak
projevem vdécnosti za ty pristupy k pouzivani statistickych usudkl (zaznamenal jsem,
Ze mezi n€ pocita i bayesovskou analyzu), které podle jeho slov dokresluji, Ze statistika
je nekonecné bohata ve svych jemnostech a skrytych krasdch. Pies tato vzneSena
slova se text zminéné knihy prevazné soustfed’uje na chybna pouziti nebo dokonce
zneuziti statistickych tsudkd, protoze ty pievladaji a maji za nasledek, Ze statistika se
uz dlouhou dobu dostava do slepé ulicky.

Jingym dokladem skute¢nosti, Ze nedostatky klasického pfistupu v oblasti
modelovani a statistickych tsudkt jsou dlouhodobé a zésadni, je dodnes pomérné
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Casto citovana kniha Edwarda E. Leamera: Ad Hoc Inference with Nonexperimental
Data, kterou vydalo prestizni nakladatelstvi Wiley uz v roce 1978, tedy o 15 let dive
nez vySla kniha Wanga. Piecteni knihy Leamera (na zac¢atku osmdesatych let v ruském
prekladu, kdyz anglicky original byl nedostupny) pro mne znamenalo zasadni zménu
postoje. Zména se tykala nejen tradi¢nich statistickych isudkt a ¢asto diskutovanych
definici pravdépodobnosti. Diivodem byl hlavné zplisob modelovani ekonomickych jevii
a procesit pomoci stochastickych modelii regresniho a pribuzného ekonometrického
typu, jez jsou prevazné pouzivany bez dostate¢né ekonomické teorie a na zaklade
nepfili§ kvalitnich ekonomickych dat, kterd vétSinové k ndhodnym vyb&rim maji
hodné daleko.

Leamer (1978) se v této (spiSe metastatisticky orientované) knize od zacatku netaji
svym (na studiich ziskanym) bayesovskym piesvédcenim. Leamer nejméné pied 33
roky poznal prednosti bayesovské (subjektivni) interpretace pravdépodobnosti, jakoz
i nezanedbatelné vyhody bayesovského zptsobu piistupu ke statistickym tsudkim
a k modelovani. Pozdéji vsak, kdyz zacal pracovat s ekonomickymi daty ve vyzkumu
na Michiganské univerzité, sice neztratil divéru k bayesovskému zptisobu mysleni, ale
trochu modifikoval svoje nazory. Dosel k zavéru, ze bayesovska statistika je sice lepsi
nez klasicka, ale také nevyléc¢i vSechny neduhy analyzy statistickych dat a statistického
modelovani vztahli mezi ekonomickymi veli¢inami. Podle Leamera maji ekonomové
zcela obecné lhostejny az cynicky vztah k praci s redlnymi daty. Podle néj o dikladnou
analyzu dat vlastné ani nemaji velky zdjem. Tyto Gvahy se sice tykaji uz pomérné
vzdalené¢ doby, ale podle mého ndzoru i soucasnych zkuSenosti s nim Ize souhlasit,
jakoz i s jeho zajimavou metodou Sherlocka Holmese, jejiz podstatu v knize popsal
a vysveétlil.

Tradi¢ni (fikejme klasicky nebo Cetnostni) ptistup dominoval téméi celé minulé
stoleti, takze potfad v aplikacich a ve vyuce pravdépodobnosti a statistiky vyrazné
prevlada. Prednosti bayesovského piistupu jsou zfetelné a uznavané a soucasna
konjunktura bayesovské statistiky byla nékterymi pfednimi svétovymi statistiky
predpovidana a oCekavana. Pokusil jsem se v tomto kratkém piispévku na velmi jedno-
duchych situacich a ptikladech ukézat hlavni rozdily mezi tradi¢nim a bayesovskym
zpusobem uvaZovani a stru¢né popsat metodologicka vychodiska a odlisnosti obou
téchto piistupii. Nelze ocekavat, ze se mi podaii vice nez jen naznacdit nékteré myslenky
a argumenty bayesovcl. Chtél bych hlavné varovat pred soucasnymi negativnimi
zvyklostmi nékterych vyzkumnikii, zv1asté ve spoleCenskych védach, ale zaroven
upozornit na potfebu zasadnich zmén ve zplisobu vyuky pravdépodobnosti a statistiky
obecné a statistickych tsudkl specialné. Nejde o jakousi zjednodusenou nahradu
klasické metodologie jinou metodologii, ale o postupny krok k racionalnimu spojeni
prednosti klasické a bayesovské skoly s tim, Ze v budoucnosti (v dobé stale vice a vice
prevazujicich velice rozsahlych datovych souborti) ani toto metodologické propojeni
nemusi stacit.

Prvni oddil je nezbytnym pohledem do historie a druhy oddil porovnava objek-
tivni vnimani pravdépodobnosti v klasickém pojeti se subjektivnim chapanim pravdeé-
podobnosti v bayesovském pojeti. Tieti oddil se tyka Bayesova vzorce; jeho tikolem
je na jednoduchych piikladech ukazat a vysvétlit, ze kromé jednoduchého a v§eobecné
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znamého zdivodnéni formalni spravnosti tohoto vzorce existuji i divody, kvili
kterym se pozdé¢ji stal zakladem bayesovské statistiky. Ve ¢tvrtém a v patém oddilu
jsou popsany prednosti bayesovskych bodovych a intervalovych odhadd ve srovnani
s klasickou teorii odhadu pfi stale jesté prevladajicich tradi¢nich zvyklostech. Posledni
Sesty oddil se podobnym zplisobem zabyva testovanim statistickych hypotéz. Patrné by
bylo dobré zminit, Ze nékteré ¢asti jsou obsahem pokracovani ¢lanku.

Zaveérecné shrnuti naznaCuje 1 nékteré sméry soucasného vyvoje, spolecné
s n¢kolika poznamkami o zaméteni soucasné klasické a bayesovské statistiky, a je zde
i velice stru¢nd zminka o bayesovskych vypoctech. Vzhledem k jiz zminénym rozsahlym
datovym souborim je totiz zfejmé, Ze pomyslnym pfijetim jakési cisté bayesovské
statistiky vyvoj statistické metodologie zdaleka neskon¢i. Pfednosti riznych ptistupt
budou nejen dale zkoumany a kombinovany, ale nelze vyloucit ani zcela jiny budouci
charakter statistickych tisudkli nez lze v soucasnosti predvidat.

Je skoda, Ze se pro nedostatek mista v tomto prispévku dikladnéji nezabyvam
teorii souvisici s bayesovskymi vypocty, jejiz pokrok zasadné pfispél ke zvySenému
z4jmu o bayesovskou statistiku. Vyhybam se i rozhodovaci teorii, ve které bayesovsky
zplisob mysleni dlouhodob& dominuje, a nezmifiuji ani Zadné ukdzky z rozsahlych
bayesovskych aplikaci v nékterych oblastech statistiky, které zasahuji do fady védnich
oborll. Snazim se asponi naznacit vyznam a zdvaznost soucasnych zmén ve statis-
tické metodologii, ale nedostanu se pfili§ pies zacatek, protoze knihy stejného nebo
podobného zaméteni jako ma tento ¢lanek, nejsou vzacnosti, a proto jich i nékolik
uvadim v seznamu pouzité literatury. Studenti i absolventi spole¢enskovédnich
vysokych Skol by méli aspon dostat piilezitost se hloub&ji seznamit s prednostmi
bayesovského zplisobu mysleni, a proto je nezbytné, aby budouci a snad i soucasni
vyucujici (nejen statistiky) samostatné nebo v ramci povinnych ¢i volitelnych pfedméti
studovali bohatou literaturu. Na rozdil od mnohych vyspélych zahrani¢nich univerzit
pretrvava v Ceské republice tradi¢ni vyuka statickych usudki bez jediné zmény &i
aspon zminky o existenci bayesovské statistiky. Pfiddme-1i k tomu celkové ptevazujici
nizkou urovein kvantitativniho mysleni mnohych absolventi stfednich a vysokych skol,
nelze se ani divit soucasnému stavu. Zdanlivé paradoxné s tim souvisi relativné Casto
v odbornych ¢asopisech nebo knihach publikované nepftili§ kvalitni modely rzného
typu s pochybnymi interpretacemi. Casto se objevuji teorii nedostate¢né zdiivodnéné
a analyzou dat nepodlozené linearni regresni modely s né€kolika desitkami vysvétlu-
jicich proménnych vseho typu, které rovnéz potvrzuji pravdivost slov Leamera (1978)
o cynickem pristupu ekonomit k analyze dat 1 nazory Wanga (1993), ktery v této souvis-
losti tika, Ze ...the practice of statistical inference has drifted into never-never land for
too long“.

1. Kratky pohled do historie

Odmysleme si asponi pro zac¢atek ivah dlouhodoby souboj mezi subjektivisty a objek-
tivisty, ktery trval vice nez dvé stoleti, a respektujme soucCasny stav. Myslim, Ze
kritika bayesovského zplisobu mysleni ve svété stredoskolskych nebo vysokoskol-
skych pedagogii je dnes spiSe uz jen uminénosti né€kterych vyucujicich i vyzkumniki,
vyplyvajici z Castecné nebo Uplné neznalosti argumentii bayesovct, a nékdy dokonce
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jen jakoby nadirazenou neochotou nékterych klasiku respektovat vyvoj, ke kterému
nesporn¢ doslo. Bayesovské nastroje definitivné prestaly byt v odborné literatuie kriti-
zovany, ale piesto bayesovské pojeti pravdépodobnosti (napt. skutecnost, Ze nezndmé
parametry pravdépodobnostnich rozdéleni jsou bayesovci vnimany jako nahodné
veli¢iny s pravdépodobnostnim rozdélenim), jsou stale jeSté trnem v oku statistikd
vychovanych vyhradné v zajeti objektivity a dokonalych klasickych postupii. Jesté dnes
se vsak v soukromych debatach ¢i polemikach setkavam s vyroky typu: Je to mozna
zajimavé, ale ja se zabyvam nécim jinym; prilis tomu nevérim; je to slozité a vypocetné
narocné; celé je to metastatistika; nebo s podobnymi dal§imi spiSe jen jako kritickymi
pozndmkami pfimo namifenymi proti bayesovskému pfistupu. Poznamenejme, ze
posledni vyrok pfirovnavajici bayesovskou statistiku k metastatistice je v zdsad¢
opravnény (viz napiiklad Leamer, 1978), ale svéd¢i o naprostém nepochopeni, mél-li
by byt pouzivan jako negativni argument nebo hanlivé oznaceni odliSného ptistupu.

Bradley Efron (2010) ve struéném tvodu (volné pielozeno P. Hebakem — dale PH)
tika, ze ... za cenu drastickych zjednoduseni by rozdeélil historii statistiky jako uzndvané
discipliny na t7i obdobi. Prvnim je doba Queteleta a jeho nasledovnikii, kdy rozsdhld
data ze scitani lidu bylo treba vyuzit k zodpovezeni jednoduchych, ale dilezZitych otazek
typu: Rodi se vice chlapcu nez divek? Druhym je klasické obdobi Pearsona, Fishera,
Neymana, Hotellinga a jejich nasledovniku, intelektudlnich géniu, kteri rozvinuli teorii
optimalnich usudkii do podoby, kterd dovoluje vyzdimat kazdy kousek informace...
Otazky stale smerovaly k jednoduchosti typu, zda postup A je lepsi neZ postup B.
Vhodnost novych metod vsak byla posuzoviana na zakladé malych datovych souborii,
které jednotlivi vedci mohli shromazdit. Treti je doba hromadné produkce, kdy nové
technologie dovoluji jednomu tymu védcu vytvorit soubory takového rozsahu, Ze by
Quetelet mohl jen zavidet. Tuto zaplavu dat viak doprovazi povoden otdzek;, moznd
tisice odhadii ¢i testii hypotéz, takze statistik ma naloz k soucasnému zodpoveézeni
mnohem vétsi nez si klasicti mistii mohli predstavit.

Vratime-li se pro lepsi predstavu o budoucnosti statistiky zpatky o 250 let
na zacatek debat mezi bayesovci a klasiky, 1ze zjednoduSené konstatovat, ze druha
polovina 18. stoleti a téméf celé 19. stoleti bylo z hlediska statistické metodologie spise
bayesovsky (nebo mozna 1épe feceno) prevazné subjektivné orientované. Kazdopadné
na zacatku tohoto obdobi byli Thomas Bayes (1701 az 1761) a Pierre Simon Laplace
(1749 az 1827), ale ti méli mnoho vyznacnych pokracovateld. Konec 19. stoleti a témét
celé 20. stoleti byla nesporné doba velkého rozvoje klasické statistické Skoly, nebo
(jinak vyjadfeno) doba objektivistického vymezeni pravdépodobnostnich a statis-
tickych usudki. Je zcela nesporné, ze tento smér z hlediska statistické metodologie
jednoznacné a témét vyluéné dominoval. Za vSechny, ktefi se o to zaslouzili, staci
jmenovat takové osobnosti, jako byli Karl Pearson a jeho syn Egon Pearson, Jerzy
Neyman nebo William Sealy Gosset (Student) a pfedev§im (podle ne¢kterych genialni)
Sir Ronald Alymer Fisher. Pfinos R. Fishera k rozvoji statistiky a ke statistickému
mysleni je vSeobecné€ uznavany a nesporny, ale také nelze z fady materiala prehlédnout,
ze R. Fisher byl odptircem tzv. neobayesovcit a odmital jiny (nez jeho) objektivisticky
zpusob uvazovani.

72



AOP 20(1), 2012, ISSN 0572-3043

Asi v poloving dvacatého stoleti se presto zacinaji pomalu probouzet ptivodni
bayesovské myslenky a hlavné se k nim pfidavaji mnohé nové. Nasleduje nejméné
dvacet let bouflivych (n€kdy az prili§ polemicky agresivnich) diskusi o (ne)opravné-
nosti tzv. neobayesianstvi. Jména jako Bruno de Finetti, Leonard Jimmy Savage, Arnold
Zellner, Harold Jeffreys, Jose Miguel Bernardo, Dennis Lindley, Morris H. DeGroot
a dalsi pfipominaji obdobi, kdy bayesovska Skola postupné sili. Pfedevsim tito statistici,
spoleéné s dal§imi nejmenovanymi, se zaslouzili o soucasnou pozici bayesovské Skoly.
Za symbolicky zlomovy bych si dovolil oznacit rok 1994, ve kterém znamy statistik Sir
Maurice Kendall, vydavatel vSeobecné€ uznavané statistické fady publikaci se zasttesu-
jicim oznacenim The Advance Theory of Statistics, s pomérné velkym zpozdénim (ale
prece jen) zatadil do své série monografii dil 2b pod ndzvem Bayesian Inference, jehoz
autorem je Anthony O ‘Hagan. Dnes nejspiSe neexistuje zadny vyznamny statisticky
Casopis, ktery by pravidelné nezarazoval nejriiznéji zamétené clanky k bayesovské
problematice a vyjimkou nejsou piipady, kdy celd cisla prestiznich Casopist jsou
vénovana bayesovské statistice.

Devadesata 1éta (asi logicky) zaroven piedstavuji pfiblizny zacatek rozsahlych
polemik o ptednostech riznych zptisobi vyuky statistiky (a to nejen pro nestatistiky)
zameétenych na moznost vyucovat pravdépodobnost a statistiku vyhradné z bayesov-
ského hlediska. Postupné zaCaly vychédzet vysokoskolské i stfedoskolské ucebnice
s vychodisky zalozenymi na bayesovském zplsobu uvazovani. Takové publikace
sice existovaly uz v Sedesatych letech (napt. ucebnice D. Blackwella: Basic Statistics
z roku 1969), ale byly to tehdy spise jen ojedinélé pokusy. Ustiednim cilem piiznivci
bayesovského zplsobu mysleni v debatdch vhodném zpiisobu vyuky pravdépodob-
nosti a statistiky bylo (a stale jesté castecné je) vysvétlit diivody subjektivni inter-
pretace pravdépodobnosti a piesvédcit uzivatele, Ze klasicka statistika se pii odhadech
parametrii a testech hypotéz, na rozdil od bayesovského piistupu, neopird o pravdépo-
dobnosti vychazejici z daného konkrétniho vybéru, ale o hiife predstavitelnou situaci
vSech moznych vybéri z dané populace. Bayesovci tvrdi, Ze pojmy opakované vybéry,
vybérové rozdéleni a na nich zaloZzené statistické usudky (ptedev§im bodové odhady,
intervaly spolehlivosti a testy hypotéz) jsou Casto nejen pro zacate¢nika mnohem méné
pochopitelné a predstavitelné nez aparat a pojmy vychazejici z bayesovského pojeti
pravdépodobnosti a statistickych usudki. Pro rozhodnuti, jak udit teorii statistickych
usudki, by podle bayesovci méla byt rozhodujici skutecnost, ze bayesovské postupy
zalozené na charakteristikch posteriorniho rozdé€leni jsou vétSinou piesnéjsi, jedno-
dussi, a tedy i pro zacatecniky pochopitelnéjsi nez klasické postupy. Asymptotickée
vlastnosti vybérovych charakteristik sice pii velkych vybérech z vypocetniho hlediska
eliminuji zasadni rozdily mezi obéma pfistupy, ale interpretacni potize a metodologické
nejasnosti s klasickymi odhady a testy pretrvavaji, coz si ¢astecné ukazeme i v nasle-
dujicich oddilech.

Vétsina statistikll preferujicich tradicni pfistup povazuje za hlavni rozdil objek-
tivisticky Cetnostni (klasickou, tradi¢ni) interpretaci proti subjektivistické bayesovské
interpretaci pravdépodobnosti. Tento rozdil skutecné existuje a je zasadni, i kdyz
z hlediska disledkd pro zplisob uvazovani a formu provadéni statistickych usudki
neni zdaleka jediny. Presto pravé tato otdzka je ¢astym nadmétem filozoficky orien-
tovanych debat. Inspirujicim dikazem vyznamu subjektivity védcli ve vyzkumu je
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kniha, kterou spole¢n¢ napsali S. James Press a Judith M. Tanur (2001). Dvanact v této
knize uvazovanych vyznacnych osobnosti (Aristotelés, Galileo Galilei, Viliam Harvey,
Isaac Newton, Antoine Lavoisier, Alexander von Humboldt, Michael Faraday, Charles
Darwin, Louis Pasteur, Sigmund Freud, Marie Curie a Albert Einstein), vS§eobecné
povazovanych za ikony védy, presvédCivé svym piistupem demonstruje potiebu
i schopnost védeckého vyuziti osobniho presvédceni, intuice a pfedchozich i jinych
znalosti. Tito vyznacni védci a odbornici ve své profesi jednoznacné prokazali potiebu
a vyznam subjektivity pro ziskdni novych poznatkl, jakoz i moZnost jeji kombinace
s empirickymi vysledky badani. Svym chovanim pfedstavuji skvély priklad bayesov-
ského mysleni, i kdyZ sami o Bayesov¢ vzorci asi nikdy nic neslySeli.

Zavazna namitka proti pouzivani bayesovské statistiky, tykajici se velké
padla v poslednim desetileti minulého stoleti. Bayesovci za to vdéci tispé$né moznosti
vyuzivani simulaci zaloZenych na metodé Monte Carlo a na Markovskych fetézcich.
Moznost provadét vybéry ptimo z posteriorniho rozdéleni vedla k pochopitelné explozi
zajmu o bayesovské statistické tsudky, které tim v riznych podobach a variantach
postupné pronikly a pronikaji do témér vSech védnich oborl a témeét do vsech oblasti
statistiky.

Obrovsky zajem o bayesovskou statistiku a jeji pfistup v teorii a i v aplikacich
potvrzuji i nékteré nasledujici udaje. James O. Berger (JASA, 2000) v clanku Bayesian
Analysis a Look at Today and Thoughts of Tomorrow uvadi, ze zatimco za 200 let
od roku 1769 do roku 1969 celkové vyslo jen 15 bayesovsky zamétenych knih,
za obdobi 1970 az 1989 jich vyslo uz dalsich 30 a v dalsim desetileti od roku 1990
do roku 1999 se pocet vytvorenych bayesovsky orientovanych knih zvysil ptiblizné
o dalsich 60. Podobny vyvoj (pii pfiblizném dvojnasobném ristu kazdych deset let)
uvadi Berger i u poctu publikovanych ¢lankd. Zminuje desitky organizaci ¢i konfe-
renci, ptiklady z mnoha internetovych stranek a odkazii na aplikace v nejméné patnacti
védnich oborech témét ze vSech oblasti statistiky. Podobny vyvoj stale pokracuje, coz
jen dokresluje zasadni zménu postoje k bayesovskému piistupu i zpisobu mysleni.
Jen pro zajimavost vyhledava¢ Google k dnesnimu dni (14. 9. 2011) uvadi piiblizné
10,8 mil. odkazl na jméno 7. Bayes a dale 1,65 mil. odkaz{ na bayesovské konference,
2,73 mil. odkazii na bayesovsky software a 2,88 mil. odkazl na bayesovsky orien-
tované clanky.

2. Rozdil mezi ¢etnostni a bayesovskou pravdépodobnosti

Formalné matematicky je pravdépodobnost jednoznacné urcena axiomy, které¢ Kolmo-
gorov (1933) vytvoftil s tim, ze budou slouzit jako konvenéni a moderni matema-
ticka definice pravdépodobnosti. Pfi vynechani podrobnosti tykajicich se teorie miry
a c-algebry, které zajemce miiZe najit u vice matematicky orientovanych textt, napf.
u Andéla (1998, s. 23) nebo u Zvdry, Stépdna (1997, s. 21 az 25) & u Jackmana (2010,
s. 497) lze definici Kolmogorova v souladu s Jackmanem (2010, s. 3 az 4) zjedno-
duSen¢ reprodukovat takto: Je-li Q neprdzdna mnozina jevi a P(4) je funkce, ktera
pfitazuje realna c¢isla jeviim 4, pak P(A4) je mirou pravdépodobnosti, jestlize
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1. P(A)>0, VA < Q (pravdépodobnosti jsou nezaporné),
2. P(Q)=1 (pravdépodobnost jistého jevu je jedna),
3. Pro neslucitelné jevy 4 a B plati P(4u B) = P(A)+P(B).

Axiéomem Kolmogorova se tidi kazda statisticka skola, a tedy nejen klasicka, ale
i bayesovska. Avsak uvédomime-li si, ze Kolmogorov (1956, s. 1) uvedl (pfeklad PH),
ze

...teorie pravdépodobnosti jako matematicka disciplina muze a méla by byt
rozvijena z axiomii presné stejnym zpusobem jako geometrie a algebra. To znamend,
Ze jakmile mame definovany prvky, které jsou predmétem studia a jejich hlavni vztahy,
a mame stanoveny axiom, kterymi jsou tyto vztahy oviadany, pak kazdy dalsi vyklad
musi byt zaloZen vyhradné na téchto axiomech, nezavisle na bézném konkrétnim
vyznamu téchto prvki a jejich vztahii.

Z téchto slov (stale podle Jackmana 2010, s. 5) jednoznaéné vyplyva, ze otazka
interpretace pravdépodobnosti Kolmogorova viibec nezajimala, takZe vSechny statis-
tické Skoly vychdzejici z této definice maji naprosto otevieny prostor k vlastni inter-
pretaci. Kdokoli se vSak snazi v jakékoli situaci pravdépodobnosti interpretovat
a vyuzivat maze zjistit, ze Komogorovova definice pravdépodobnosti je pro n¢j naprosto
nedostacujici. Nejenze podle ni nejde zadnou pravdépodobnost urcit ani vypocitat, ale
navic muze dojit az k situacim, ve kterych vSechny podminky definice jsou splnény,
ale nikdo by v nich slovo pravdépodobnost v obvyklém vyznamu nepouzil. VSeobecné
znamy a ¢asto v této souvislosti citovany je ptiklad Leamera (1978, s. 24), ve kterém
uvadi, ze lidska ruka predstavuje 10 % vahy téla, ale nikoho by piesto nenapadlo tvrdit,
ze ruka ma pravdépodobnost 0,1.

Cetnostni definice pravdépodobnosti jevu 4 (pouziva se oznadeni statistickd
definice pravdépodobnosti) vychazi z predpokladu nezdvislych ndhodnych pokusii
opakovanych za stejnych podminek s tim, ze pii velkém poctu pokusii (teoreticky
neomezeném) lze relativni Cetnost jevu A povazovat za odhad pravdépodobnosti
jevu 4. Vychazi se z toho, ze dochazi-1i s ristem poc¢tu pokust ke stabilizaci relativni
cetnosti jevu 4 kolem né&jakého Cisla, pak lze toto Cislo povazovat za odhad pravdé-
podobnosti jevu A. Tento odhad je z hlediska pfesnosti tim lepsi, ¢im vétsi je pocet
provedenych pokusi. Oporou pro tento pfistup je i dil¢i véta zakona velkych ¢isel
Jacoba Bernoulliho (1654 az 1705), ze které vyplyva, Ze pti dlouhodobé nezménénych
podminkach nezavislych pokust konverguje relativni ¢etnost jevu A podle pravdépo-
dobnosti k pravdépodobnosti tohoto jevu. Timto zplisobem (nechame-li stranou piipad
konecného poctu stejné pravdepodobnych elementdrnich jevii) klasicka (Cetnostni)
statistika definuje pravdépodobnost vSech vysledkl za stejnych podminek opakova-
telnych ndhodnych pokust. Treba vysledky hernich situaci, ¢etnost vyskytu vlastnosti
lidi nebo zhotovenych vyrobk ¢i vypéstovanych rostlin anebo ¢etnosti demografickych
jeva, to vse a mnohé dalsi podléha stejnému principu vypoctu (= odhadu) pravdépo-
dobnosti zalozenému na stalosti podminek a stabilizaci dlouhodobé relativni cetnosti.

Zduraznuje se, ze je-li realita, ve které Zijeme, nezavisla na naSem védomi, je
popsany postup 1 v tomto smyslu objektivni. Napiiklad schopnost mince padnout pti
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jednom hodu Alavou vzhiiru ¢i schopnost napindcku padnout pii jednom hodu spickou
dolii jsou neznama Cisla, ktera je tieba (objektivne) odhadnout provedenim dostate¢ného
poctu nezavislych hodi opakovanych za stale stejnych podminek. Miry této schopnosti
(pravdépodobnosti) jsou tedy neznamé konstanty, které neumime zméfit ¢i jinak zjistit,
takZe v obou pripadech je to stejné a je jen tieba pro né ziskat néjaky vhodny odhad.
Klasicka statistika tedy vnima pravdépodobnost jevu 4 jako objektivné danou viastnost
tohoto jevu, bez ohledu na to, zda ji umime ¢i neumime urcit. V nasem ptikladu
tedy bez ohledu na to, zda néco o mincich nebo napinackach vime ¢i nevime a zda
k vysledkiim provedenych hodii mame stejny ¢i zcela odlisny postoj. Sporna mista této
definice komentujme otazkami a oznacme je otazniky: Pti klasickém pojeti neexistuje
zadna jina rozumnd moznost, jak pravdépodobnost urcit, nez provést za stejnych
podminek (je to fyzikalné mozné?) dostatetné velky pocet (nejlépe nekonecny?)
nezavislych (jak to pozndame, kdyz pojem nezavislosti vyzaduje znalost pravdepo-
dobnosti?) pokusi a ztotoznit vyslednou relativni Cetnost (pro jaky pocet pokusii je
to vysledna?) s neznamou pravdépodobnosti (je opravdu zcela neznamd a nic o ni
nevime?). Naptiklad v pfipadé napinac¢ku ¢i mince opakovat hody timto idealnim nebo
béznym (jak to pozname?) napinackem ¢i minci za viceméné stejnych podminek (co se
tim mysli?). Ptili§ ndm nepomuze pripadné zjisténi, Ze ani pii velkém poctu pokust se
relativni Cetnost nestabilizovala z diivodu nesplnéni piredpokladu nezavislych pokusti
provadénych za stejnych podminek. Je jasné, Ze jedinecné pokusy a neopakovatelné
jevy uz jsou predem vylouceny, takZe v tomto pojeti u nich o zadné pravdépodobnosti
ani nelze uvazovat. Otazniky jsem jen chtél upozornit na slabiny Cetnostni definice
pravdépodobnosti a na ptipadnou obtiznost dodrzet stanovena pravidla. Kromé toho,
oznac¢ime-li ndhodné pokusy za nezavislé v piipadé, ze jejich vysledky neovliviuji
pravdépodobnosti vysledkl ostatnich pokust, pak posouzeni nezavislosti predpoklada
znalost pravdépodobnosti, ale 1 naopak urceni pravdépodobnosti vysledkt vyzaduje
nezavislé pokusy. Rovnéz predstava, ze se dany objekt v pribéhu velkého poctu pokusii
neméni, je sice mozna, ale pfinejmensim optimisticka.

Jeffreys (1957) formuloval zakladni pravidla induktivnich usudki, kterd jsou
uvedena v knize Zellnera (1971, s. 7) a v jednom z téchto pravidel tiké, ze jakdkoli
definice pravdépodobnosti zalozend na nekonecné velkém poctu pozorovani nebo
pokusit je bezcennd, protoze se opird o nemozny experiment, kdyz nekonecné velky
pocet pokusii nelze provést.

Cetnostni definice pravdépodobnosti predpoklada libovolné velky podet opako-
vatelnych nezavislych nahodnych pokust, a tedy se tyka vyhradné hromadnych
nahodnych jevii. Tim jsou pfinejmens$im znacné sniZzeny moznosti vyuziti, protoze
jedine¢né (neopakovatelné) jevy ¢i pokusy jsou touto definici pravdépodobnosti zcela
vylouceny.

Zamysleme se nad nasledujicimi otdzkami: Jakd je pravdépodobnost atomového
utoku teroristii na Evropu jesté v tomto desetileti? Jakad je pravdépodobnost, Ze do ti'i
let zcela skonci ekonomicka krize v zemich Evropské unie? Jaka je pravdepodobnost,
Ze moje znalosti ziskané studiem na Skolach, které jsem absolvoval, byly dostatecné
pro miyj dalst odborny rist? Ve vSech ptipadech jedina (!) korektni odpovéd’ zastance
¢etnostni definice pravdépodobnosti je 0 nebo 1 bez ohledu na to, zda spravnou odpovéd’
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zna ¢i nezna. Takové otdzky jsou totiz pro Cetnostniho statistika zcela nepfijatelné.
V horsim pfipad¢ je jednoduse odmitne se zdiivodnénim, Ze nepatii do poctu pravde-
podobnosti, a v lepsim piipad¢ odpovi podobnymi slovy jako Blais Pascal fiktivniho
dialogu knihy Alfreda Renyiho: Dialogy o matematice, ktera vysla v ¢eském prekladu
v roce 1967. Na namitku oponenta, Ze v jedine¢nych ptipadech nelze stanovit relativni
Cetnost, Pascal udajné reagoval: Mohu a nemohu. Mohu provést jedno pozorovani.
Pravé jen jedno. Hodnota relativni cetnosti bude 1 nebo 0. Nic jiného... Komentaf asi
neni zapotiebi, protoze tato odpoveéd’ diskutovanou situaci nefesi.

Uvedené a mnohé jiné otazky jsou zavazné nebo aspon zajimavé, ale kazdopadné
vyZzaduji lep$i odpovéd’. Ve zcela stejné situaci jsme u mnohem jednodussi otazky: Jakd
Jje pravdepodobnost, ze 13. Cervence 2011 praveé u nasi chaty na Vysociné byla v noci
bourka s nebezpecnymi blesky, kdyz v Praze bourka s blesky rddila témér dve hodiny?
Otazka se tyka minulosti, takze v Cetnostnim pojeti je ziejma spravnost opét jenom
jedna ze dvou variant 0 nebo 1 s tim, Ze my to bud’ vime, nebo nevime. Osobné si jsem
témef jisty, ze i nékde na Vysocing byla aspoi jedna nebezpecna bouika a telefonickym
dotazem u nasi pani sousedky by se dalo zjistit, zda byla i u nasi chaty. Opét tedy
mizeme otdzku zamitnout jako nevhodnou pro urceni pravdépodobnosti, ale pfilis to
nepomuze, i kdyz to pro mne je ¢i mohla byt velice dulezitd otazka. Urcité si dovedeme
pfedstavit, Ze by nds velikost pravdépodobnosti mohla zajimat, a to nejen v situacich,
ve kterych by §lo o ureni vyse sazky. Tim jsme se nepfimo dostali k bayesovské
pravdépodobnosti, protoze v danych situacich zZadnou jinou moznost nemame, a jak
uvidime i pro opakovatelné nebo dokonce libovolngkrat opakovatelné pokusy muze byt
lep$i moznosti, nez je pouziti Cetnostni definice.

Bayesovska definice pravdépodobnosti je skutecné subjektivni a pfedstavuje
stupen piresvédcéeni jednotlivee (bézné oznacovany za degree of belief), ze dany jev nebo
dana situace nastane. Jind osoba mlize mit jiny nzor, a tedy i jinou pravdépodobnost.
Tuto mySlenku formuloval uz zminény Jacob Bernoulli ve své knize Ars Conjectandi
(Uméni predvidat), ktera vysla po jeho smrti v roce 1713. Naptiklad mohu fici pii hodu
minci, Ze pro mne je vSe (mince i zptisob hdzeni) zcela v souladu s pravidly hry, takze
moje pravdépodobnost je 0,5. Nékomu jinému se mince jevi jako lehce asymetricka
a mize se rozhodnout, Ze jeho pravdépodobnost je 0,45. Moje pravdépodobnost jevu
A v bayesovském pojeti neni viastnosti tohoto jevu, ale pouze miij postoj k této vlast-
nosti. Naptiklad moje pravdépodobnost schopnosti tohoto napinacku padnout Spickou
dolti je muyj postoj k této schopnosti.

Subjektivni vnimani pravdépodobnosti ve smyslu degrese of belief v zadném
pfipad¢ neznamena odmitnuti pravdépodobnostnich axiémii nebo nerespektovani vlast-
nosti pravdépodobnosti ¢i nedodrzovani pravidel pro operace s pravdépodobnostmi,
ze kterych vyplyva i Bayesiiv vzorec. Parametry pravdépodobnostnich rozdéleni jsou
v klasické statistice oznacovany za zndmé ¢i neznamé konstanty, zatimco v bayesovské
statistice jsou parametry nahodné veliCiny, jejichz pravdépodobnostni rozdé€leni je
uziteénym nastrojem. Nelze vyloucit, ze pfes vSechny uvedené argumenty ctenari
pripada subjektivni definice pravdépodobnosti pfece jen malo védecka, takze je tfeba
dale argumentovat.
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V souladu s Hebdak (1999, s. 45) se nejdiive zamysleme, zda je stupen
prresvédceni (degree of belief) jednotlivce vhodny pro védu nebo patii jinam (tfeba
dokonce do nabozenstvi). Védci zcela bézné ptijimaji nebo diskutuji odlisné teorie
o nékteré oblasti svéta, aniz by védéli, kterad teorie je spravna. Néktefi védci maji
vysoky stupen duvéry v urcité teorie. Dochazi i k tomu, Ze existuji dvé vyludujici
se teorie, a ackoli jen jedna muze byt pravdiva, tak dva védci véfi praveé jedné
z nich. V knize A Brief History of Time (Bantam Books, New York 1988) jeji autor
fyzik S. W. Hawking jednoznacné piiznava, Ze jeho chdpani védy je subjektivni.
Pouzivé vyrazy jako bylo v§eobecné prijimano; my nyni vérime,; oni vérili; vérite-li
atd. Stupen viry (duvery, presvédceni) v urCity vysledek zalezi na konkrétni osobé
a na jevu, kterého se tato vira tyka.

Subjektivni interpretace pravdépodobnosti ma ne€kolik vyhod. Prvni vyhodou je,
ze je mozné ji pouzit vzdy, kdyz osoba, které se problém tyka, ma nazor (prresvédceni,
znalost). Predpokladat absolutni nevédomost o posuzované otdzce je velmi slaby
predpoklad, i kdyZz samoziejmé tato situace miiZze nastat a nesmime ji vyloucit. Dalsi
vyhodou je mozZnost zmény nazoru po ziskani novych informaci. Pravé tato moznost
je velmi uzitecnd a pro bayesovskou statistiku zcela typicka a rozhodujici.

Uz bylo feCeno, Ze i bayesovska statistickd Skola vy$la z axiémi Kolmogo-
rovova, ale ¢aste¢n¢ je modifikovala. Prvni formalni zminky o subjektivni pravde-
podobnosti u¢inil Ramsey (1926), zasadnim zpusobem piispeli Savage (1954) a de
Finetti (1974). VSichni tfi piesli na koneény aditivni systém na rozdil od spo¢etného
aditivniho systému Kolmogorova a uvazovali vyluéné subjektivni interpretaci
pravdépodobnosti. Samaniego (2010), Jackman (2009) a dalsi uvadéji celou tadu
variant axiomu subjektivni pravdépodobnosti. Shrnuti riznych pohledii s nasledujici
diskuzi nabizi Fishburn (1986, Statistical Science, s. 335 az 358). Neni sice znamé
(kromé& vyse uvedeného jeho citatu) jaky presné byl postoj Kolmogorova k inter-
pretaci pravdépodobnosti, ale vyjdeme-li z jeho konstatovani, Ze interpretace funkce
P(.) nezavisi na jednotlivci, pak dojdeme k ndzoru, Ze objektivni vnimani pravde-
podobnosti mu bylo bliz$i. Vyhody kone¢ného aditivniho systému vysvétluje prave
Fishburn a oponenti citovaného vyroku.

Pravdépodobnost zalozena na stupni presvédcent je subjektivni ohodnoceni nadgji,
ze dany jev nastane nebo nastal. Méteni stupné divéry jednotlivce v nastoupeni nebo
nenastoupeni uréitého jevu mize byt sporné, ale je tfeba mit na mysli, Ze je to pouze
prvni a vychozi krok. Pfi dotazech tykajicich se pravdépodobnosti je téz tfeba mit
néjakou Skalu méteni, stejné jako ma kazdy jiny experiment. Pro stuper diivéry mize
byt touto skalou kalibracni experiment, coz je ptistup, pii kterém se vyuzivaji symet-
rické nahodné pokusy, pti kterych se predpoklada, Ze konkrétni osoby budou povazovat
vSechny elementarni jevy za stejné pravdépodobné (tak jak je to bézné v klasické
definici pravdépodobnosti). Osoba, které se otazka tykd, musi byt tedy schopna si
predstavit tento symetricky experiment se stejné pravdépodobnymi vysledky. Po lepsi
pfedstavu vyjdéme z jednoduchého a zcela srozumitelného piikladu, jehoz myslenku
jsem pievzal a upravil podle D. A. Berryho (1996, s. 122).
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Piiklad 1: Vaha dospélych tuénaka

Rad bych znal Vasi pravdépodobnost jevu 4, ktery spociva v tom, ze primérny dospély
tuciidk (samec) vazi vice nez 25 kg. Nezda se, ze byste mi pravé Vy mohl rovnou
odpovédet, takze budu hadat. Pro nékteré ctenafe bude mozna moje hadani nespravné,
jelikoz o vaze tuc¢naku veédi vice nez jini a mozna dokonce, Ze nékdo z Vs je v této
oblasti ptimo odbornik. Sledujte nasledujici tivahu a pokusime se spole¢né postupné
modifikovat ziskané vysledky a urcit Vasi pravdépodobnost jevu A. Predstavme si
misku, ktera obsahuje jednu zelenou a jednu cervenou kulicku. Nabizim Vam moznost
vyhrat tisic korun. Muzete si vsadit, Ze nahodné vybrana kulicka z misky bude zelena,
nebo na jev A4, ktery spoc¢iva v tom, Zze pramérny dospély tucnak (samec) vazi vice
nez 25kg. Podle Vasi odpovédi bude méiena Vase pravdépodobnost jevu 4. Vsadite-
li na jev 4, znamena to, ze Vase pravdépodobnost jevu A je nejméné 1/2, protoze
predpokladam, ze pravdépodobnost zelené kuli¢ky jste ocenili pravé na 1/2. Pokud
vSak vsadite na zelenou kulicku, ohodnotim Vasi pravdépodobnost jevu 4 jako nejvyse
1/2. Ptipustme vsak, Ze jste vsadili na jev 4. V takovém ptipadé¢ Vam nabidnu novou
moznost vybrat si mezi sdzkou na jev 4 a sazkou na ndhodné vybrani zelené kulicky
z misky se tremi zelenymi kulickami a s jednou Cervenou. Dali-li jste ted’ pfednost sazce
na zelenou kulicku, pak Vase pravdépodobnost jevu A je nejvyse 3/4. Pro uptesnéni
Vasi pravdépodobnosti jevu 4 Vam nabidnu sazku na tento jev nebo na zelenou kuli¢ku
nahodné vybranou ze tieti misky, ve které je pét zelenych kulicek a tfi cervené kulicky.
Rozhodnete-li se ted’ pro jev A4, plyne z toho, Ze VaSe subjektivni pravdépodobnost
tohoto jevu je aspon 5/8 a nejvyse 3/4, tedy od 0,625 do 0,75. Takto bychom mohli
pokracovat az do dosazeni potiebné presnosti tykajici se (vyhradné Vasi) pravdépodob-
nosti jevu 4.

Uvedeny postup je jednoduchy a velice snadno pouzitelny, ale pfesto urcité
problémy pfi tomto zpiisobu kalibrace pravdépodobnosti nastat mohou. Predevsim
dotazovany nemusi rozumét skutecnosti, ze velikost nabidnuté castky nehraje pfi
kalibraci zadnou roli, protoze cilem postupu neni nic jiného nez jen zjiSténi jeho
osobni pravdépodobnosti. Konkrétné v tomto umélém piikladu s tu¢tidkem se miizeme
podivat do encyklopedie a zjistit, ze primérny dospély tucnak (samec) opravdu vazi
asponi 25kg a nejsou vyjimecné pripady, kdy vazi az 40kg, ale u jinych vyroka
¢i vaznéjsich tloh z bézného Zivota moznost ovéfit urcité hypotézy ¢i pravdivost
vyrokil vét§inou nemame. Lze namitnout, ze pii hypotetickém dotazovani podobného
typu zalezi i na seridznosti odpovidajiciho, coz je jist¢ pravda, a je tieba to indivi-
dudln€ posuzovat. Skute¢nym problémem vSak je, Ze pro odpovidajictho mnohdy
neni snadné si vybrat jednu z moZznosti a nevi si rady, jakmile uloze upln€ nerozumi
anebo ji povazuji za pfili§ slozitou.

Vsechny pouzivané subjektivni pravdépodobnosti musi byt vnitiné konzistentni
(tika se koherentni), ¢imz se mysli, Ze neodporuji jmenovanym axiémim, a tedy
ani z nich vyplyvajicim pravidlim pro pocitani s pravdépodobnostmi. Naptiklad
fika-li nékdo, Ze jeho pravdépodobnosti nezavislych jevii 4 a B jsou 0,8 a 0,5 a pfitom
tvrdi, Ze jeho pravdepodobnost soucasného nastoupeni téchto dvou jevi je 0,2, pak
tato osoba uvazuje nekoherentné, jelikoz z véty o pravdépodobnosti priniku dvou
nezavislych jevl vyplyva, ze pravdépodobnost priniku téchto jevii 4 a B je 0,4. Chee-li
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nékdo ucinit sazku, kterd vychazi z nekoherentnich pravdépodobnosti, miize se mu
snadno stat, Ze myln¢ akceptuje takové usporadani sazek, pii kterém utrpi ztratu vzdy,
bez ohledu na variantu, pro kterou se rozhodne. Takové sazce se fika Dutch Book apodle
Bernardo, Smith (1994, s. 86, 88 a95) de Finetti predlozil (1937/1964) elegantni demon-
straci koherentniho stupné diveéry. Podle de Finettiho Ize zjednodusené fici, Ze neexis-
tence nevyhodného usporadani sazek (ve smyslu Dutch Book) je zékladnim kritériem
koherence subjektivnich pravdépodobnosti. Myslenky de Finettiho o koherenci
vyznamnym zptisobem zobecnili Savage (1971) a Lindley (1982). Pozadavek a princip
koherence uzce souvisi s racionalnim rozhodovanim, a tedy i s racionalnimi akcemi,
nasledné tedy i s uzitkem ¢i ztratami, které v dasledku téchto akci nastavaji. Vstup
do této problematiky, ktera velice uzce souvisi s bayesovskym rozhodovanim, je sice
potiebny, ale prekrocil by moznosti tohoto piispévku. Zajemci o dikladnéjsi studium
bayesovskeé teorie 1ze doporucit uz zminénou vyznamnou monografii, kterou vetejnosti
predlozili pod ndzvem Bayesian Theory José M. Bernardo a Adrian F. M. Smith (1994).

3. Bayesuv vzorec pro nahodné jevy a hypotézy

Bayestv vzorec je asi vSeobecné znamy, ale piesto si dovolim jej pfipomenout.
Duivodem je nejen skutecnost, ze pii bézném vykladu poétu pravdépodobnosti se
vice zdaraznuje technickd nebo formalni spravnost vzorce a mensi pozornost je
vénovana jeho pouzitelnosti a interpretaci, ale i potfeba na jednoduchych ptikladech
ukazat moznosti rdznych interpretaci a pifednosti bayesovského pravdépodob-
nostniho mysleni. Klasicky orientovany vyklad vétSinové ziistdva u jednoho typu
prikladu tykajiciho se ndhodnych jevl, vynechavé roz§ifeni pouZzitelnosti vzorce pro
hodnoceni vyslovenych hypotéz o ndhodnych veli¢inach, nezmiiuje ptfedpokladany
vyluéné subjektivni charakter n¢kterych nebo v§ech uvazovanych pravdépodobnosti,
a proto se i vyhyba vysvétleni potieby odliSeni apriornich a posteriornich pravdépo-
dobnosti. Potenciondlnimu zajemci o dikladnéjsi pfistup tak témeét unikd vyznam
Bayesova vzorce, protoze o bayesovské statistice se nedozvi nic nebo témeéf nic,
natoz konkrétné o porovnani rozdilti a zdiraznéni prednosti bayesovského piistupu
ve srovnani s klasickym. Tyka se to vSak nejen statistickych usudkt, ale i teorie
rozhodovani, rozhodovacich strom, problémt i teorii souvisicich s rizikem, viceroz-
mérnych metod a dalSich oblasti.

Pro vysvétleni vzorce uplné pravdépodobnosti jevu 4 vyjdéme z nahodného
pokusu, pti kterém mize nastat tento jev jen ve spojeni s prave jednim z Giplné skupiny
neslucitelnych jevi B, B,, ..., B,. Ma-li tedy jev 4 nastat, musi byt vysledkem pokusu
prave jeden z jevil

ANB,ANB,..,ANB,.
Jev 4 Ize tedy zapsat jako sjednoceni J prinikii 4 N B, protoze

A=ANB)vANnB)U..UANB)).

Podle axiomu o pravdépodobnosti sjednoceni neslucitelnych jevii pravdépodobnost jevu 4
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PA)=PANB)+PANB)+ ..+ PANB),

takze v kombinaci s vétou o nasobeni pravdépodobnosti dostavame nasledujici vzorec
(n&kdy téz zdakon) uplné pravdépodobnosti

P(A)= P(B)P(A|B) + P(B,)P(A|B,) +..+ P(B,)P(4|B,) =

P(B,)P(4 | B)). (1

J
I

An Essay Toward Solving a Problem in the Doctrine of Chances

Pod timto nazvem vysla esej s Bayesovym vzorcem dva roky po jeho smrti v roce 1763.
Samotny vzorec se subjektivni pravdépodobnosti sice souvisi, coz je zvlasté zietelné
zuvah o apriornich a posteriornich pravdépodobnostech, ale 1ze jej snadno odvodit i bez
zminky o nich, jen na zakladé vét o nasobeni a s¢itani pravdépodobnosti. Bayesovu
vzorci se také tika zdakon o inverzni pravdepodobnosti, Casteéné asi 1 z toho divodu,
ze ukazuje, jak lze po ziskani nové informace o nastoupeni jevu A, transformovat
podminéné pravdépodobnosti jevu 4 vzhledem k jevim B, B, ... , B, na podminéné
pravd€podobnosti jevi B, B,, ... , B, vzhledem k jevu 4. Pojem inverzni pravdépo-
dobnosti se predevsim pouziva v souvislosti s usudky o nezndmém modelu na zakladeé
znamych dat, na rozdil od pfimych pravdépodobnosti, které se naopak pouzivaji pro
usudky o neznamych skute¢nostech na zakladé znamého modelu. Toto odliSeni ptimych
a inverznich pravdépodobnosti sice pfipomind rozdily mezi deduktivnimi a induk-
tivnimi usudky, ale na mne pouziti tohoto oznaceni pro Bayestuv vzorec plisobi dojmem
snahy o zdlraznéni typu tloh a situaci, pro které je tento vzorec prevazné urcen.

Obecnéji z véty o pravdépodobnosti pruniku ndhodnych jevi ve tvaru
P(ANB,) = P(B,)P(4 | B;) = P(A)P(B, | A)
je mozné po drobné upravé dojit k Bayesovu vzorci ve tvaru
P(B)P(A|B)_ P(B)P(4|B)
P(4 4 ’
() S P(B) P(4] B))
j=1

prokazdéi,j=1,2,..,J. 2)

P(B,|4) =

Pti uvahach o volbé vhodného piikladu pro ilustraci Bayesova vzorce, a s tim
souvisicimu vysvétleni rozdilu mezi apriornimi a posteriornimi pravdépodobnostmi,
jsem nakonec zvolil velice jednoduchou a srozumitelnou situaci.

Pfiklad 2: Pohadka o kulickach s bayesovskym prodavacem

My ctyflety vnuk Lukas vidél, Zze v jednom obchodé prodavaji pytlicky s deseti
kulickami, a pfemluvil mne, abych mu jeden koupil. Vesli jsme do obchodu a pozadali
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o jeden pytlicek s deseti kulickami. Prodava¢ nam vsak fekl, Ze uz ma jen dva posledni,
pficemz v jednom z nich je deset bilych kulicek, zatimco ve druhém je pét bilych a pét
¢ernych kulicek. Lukas tvrdohlavé trval na tom, Ze musi mit ten s péti bilymi a s péti
¢ernymi, ale prodavac fekl, ze nevi, ktery pytlicek ma jen samé bilé a ktery polovinu
bilych a polovinu ¢ernych. Prodava¢ mi dale prozradil, Ze jeho zalibou je bayesovska
statistika, a proto pro mne stanovil nasledujici podminky pro usnadnéni volby, ktery
pytlicek koupime. Nahodné nam vybere jeden z nich a umozni ndm z néj bez nahlédnuti
dovnitt vybrat az i kulicky. Cim méné jich vybereme, tim bude cena pytli¢ku nizi,
takZze nejlevnéj$i moznosti by bylo koupit jeden z pytlickli a zddnou kuli¢ku nevybirat.
S pravdépodobnosti 0,5 bychom ziskali nejlevnéjsi pytlicek, ale predstava LukaSova
kiiku az by zjistil, Ze nema ten pravy, mi nedovolila tuto moznost vyuzit. Pfijal jsem
prodavacem nahodné zvoleny pytlicek s kulickami a vzal si papir a zacal uvazovat:

Skutecnost, Ze mi prodavac¢ vybral pytlicek se samymi bilymi kulickami, jsem
oznacil jako B ,a skute¢nost, ze mi prodavac vybral pytlicek s péti bilymi a péti Cernymi
jako B,. Skutecnost, Ze prvni vybrana kulicka bude bild, jsem oznacil jako 4, s tim, Ze
jsem tajné¢ doufal, ze hned prvni kulicka bude ¢erna. Ziskal bych slevu a m¢l bych
jistotu, ze mame pytlicek s 5 bilymi a 5 ¢ernymi kuli¢kami.

Byl jsem si pomémeé jisty, ze prodava¢ dal obéma pytlickim stejnou pravdépo-
dobnost, neboli P(B)) = P(B,) = 1/2. Vime, ze P(4,| B)) =1 a P(4,| B)) = 5/10 = 1/2,
takze podle vzorce Uplné pravdépodobnosti urc¢im pravdépodobnost bilé kulicky
v prvnim tahu jako P(4)) = 1/2. 1+ 1/2 . 1/2 = 3/4.

Zatiepal jsem pytlickem a vybral jednu (bilou) kuliCku (fikejme, ze jev 4,
nastal). Podle Bayesova vzorce jsem vypocCital P(B | A4) = (1/2)/(3/4) = 2/3
aP(B,|A)=(1/4)/(3/4) = 1/3. Kdybych v tomto okamZiku fekl prodavaci, Ze koupim
ten druhy pytlicek, mél bych pravdépodobnost spravného pytlicku 2/3 = 0,67. Stélo by
mne to sice méné, nez kdyz budu pokracovat, ale vyraz Lukase v obliCeji, kdyz vidél
bilou kulicku, mi fekl, Ze pokra¢ovat musim.

Stejnym zpasobem jsem se rozhodl vypocitat pravdépodobnost, ze druha kulicka
vybrana ze zbyvajicich deviti bude téz bila. Je jasné, ze

P(4,|4,NB,)=1aP(4,|(4,N B,)=4/9.

V tomto okamziku dochazi k typické bayesovské situaci, Ze pivodné pouzité apriorni
pravdépodobnosti P(B|) = P(B,) = 1/2 odporuji mému soucasnému piesvédcent.
Vypocitané posteriorni pravdépodobnosti P(B | 4,) = 2/3 a P(B,| A,) = 1/3 proto pouZiji
jako nové apriorni pravdépodobnosti pro vypocet pravdépodobnosti druhé bilé kulicky.
Znovu potom po dosazeni do vzorce Uplné pravdépodobnosti dostavam pravdépo-
dobnost P(4, | A,)=2/3 . 1+1/3.4/9=22/27 = 0,815. Zattepal jsem znovu pytlickem
a vybral druhou (opét bilou) kulicku a stejnym zplisobem vypocital posteriorni pravde-
podobnosti P(B, [(4,NA,)=9/11aP(B,|(4,N 4,)=2/11. Kdybych v tomto okamziku
ekl prodavaci, ze koupim druhy pytli¢ek jesté bych trochu usettil a zabezpecil Lukéasovi
1 sob¢ (vyssi) pravdépodobnost 9/11 = 0,818, ze bude mit pytlicek s péti bilymi a péti
c¢ernymi kulickami. Nad&je, ze aspoii ta tfeti vybrana kulicka bude ¢ernd, uz mi vsak
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nedovolila nedokon¢it nabidnutou moznost vybrat az tfi kulicky. Pravdépodobnosti se
opéet zmenily, takze zcela stejné

P(4,|(4,NA,NB,)=1 a P(4,[(4,N4,NB,)=38.

Analogicky opét nové apriorni pravdépodobnosti jsou 9/11 a 2/11, takze pravdépo-
dobnost bilé kulicky ve tietim tahu vychazi 39/44 = 0,886. Naposledy jsem zatiepal
pytlickem se zbyvajicimi osmi kulickami a opét vytahl bilou kulicku. Vypocty
dokoncuji a dostavam posledni posteriorni pravdépodobnosti

P(B, [ (4, NA,NA,)=12/13=0,923,
takZe pro uplnost
P(B,|(4,NA4,NA,)=1/13=0,077.

Jesteé nez jsem vratil prodavaci pytlicek se vSemi deseti kulickami, zaplatil a vzal si
ten druhy pytlicek, ve kterém mélo byt s pravdépodobnosti 0,923 pét bilych a pét
c¢ernych kulicek, mne napadlo, zda by totéz vyslo, kdybych byl rovnou nahodné
bez vraceni vybral tfi kulicky a zjistil, Zze jsou vSechny bilé. Oznacil jsem jako jev
A=A4,NA,NA4,aspomoci hypergeometrické¢ho rozd€leni vypocital, Ze pravdépodob-
nosti P(4 | B)) =1 a P(4,| B)) = 10/120 = 1/12, pti¢emz apriorni pravdépodobnosti
obou pytlickt ztstavaji 1/2. Potom P(4) = (1/2) . 1 + (1/2) . (1/12) = 13/24, z ¢ehoz
posteriorni pravdépodobnosti P(B, | A) = 12/13 = 0,923 a P(B, | A) = 1/13 = 0,077.
S potésenim jsem konstatoval, Ze oba vysledky jsou shodné. Pohadka ma stastny konec,
protoze prodava¢ nam dal ten druhy pytlicek, ktery Lukas hned oteviel a spokojené
zjistil, ze v ném je pét bilych a pét cernych kulicek. Jisté to nebylo, ale pravdépo-
dobnost 0,923 zase nebyla tak mala.

Poznamenejme, Ze postupné zmény apriornich a posteriornich pravdépodob-
nosti jevil B, a B, po kazdém novém zjiSténi nepfichazeji pii klasickém pojeti v avahu,
protoze by nebylo mozné je rozumné interpretovat. Pfed provedenim vybéru pytlicku
by (za predpokladu nastoupeni jevu A) klasicky statistik (pomoci Bayesova vzorce)
vysledek 0,923 samoziejmé také ziskal, ale po provedeni vybéru by mél mit potize
s jeho interpretaci.

Bayestv vzorec je vhodny i pro pfipad, ve kterém B, B, ..., B, jsou v postaveni
hypotéz a jev A v uloze dat ¢i jiné podstatné informace. Pro odliSeni od pfedchoziho
textu sta¢i zmenit symboliku a jev B, vnimat jako hypotézu H,, j=1, 2, ..., J a analo-
gicky jev 4 vmimat jako data nebo jako jinou podstatnou informaci (ménici stupen
divéry ve vyslovené hypotézy) a znacit D. Stale uvazujeme Bayestv vzorec, ale (kviili
interpretaci) s jinym znacenim ve tvaru

P(H,| D)=P(D | H)PUYP(D), j=1,2, ...,
kde

P(D) = 2 PUHP(D | H,). G)
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ktery vyjadiuje zptisob pfemény plivodniho (apriorniho) stupné ditvéry k posuzo-
vanym hypotézam P(H)) k modifikovanému (posteriornimu) stupni diveie P(H, | D)
po ziskani dat D. ’ ’
Podle Bernardo, Smith (1994, s. 43) se v riiznych podobach v bayesovské statistice
vyskytuji ¢tyfi vyznamoveé odlisné prvky P(Hj), P(D | Hj), P(Hj | D) a P(D), takze je
uzite¢né mit pro né¢ vhodné pojmenovani. Pro tento ucel autoti definuji apriorni, poste-
riorni a prediktivni pravdépodobnosti nasledujicim zpisobem.
Predstavuji-li #,, j =1, 2, ..., J, iplnou skupinu neslucitelnych jevi (hypotéz),
pak:
—  P(H), jsou apriorni pravdépodobnosti hypotéz H,
— P(D|H), jsou vérohodnosti hypotéz H, pro dana data D,
—  P(H | D), jsou posteriorni pravdépodobnost hypotéz H,,
—  P(D) je prediktivni pravdépodobnost D vyplyvajici z vérohodnosti a apriornich

pravdépodobnosti.

Kvili rozdilu mezi apriornimi a posteriornimi pravdépodobnostmi zddraziuji
autofi relativni ptinos informace z dat a domnivaji se, Ze vhodnéjsi by bylo vyjadrit
stupent divéry v platnost hypotéz H;misto P(H) jako P(H, | 1,), kde I, oznaluje stav pred
ziskanim nové informace (pted potfizenim dat D), a tedy i1 analogicky misto P(Hj | D)
psat P(Hj | I,N D) pro oznaceni stupn€ ditvery po ziskani dat pii respektovani pivodniho
stavu /, a stupn¢ divéry P(H)). Tento pfistup odpovida i smyslu obrazku 1 z knihy
Zellnera (1971, s. 10), ktery vyjadiuje proces postupného ziskavani novych informaci
a nasledné modifikace stupné davery v platnost posuzovanych hypotéz.

Obrazek 1
Proces revize pravdépodobnosti po ziskani novych dat

Vychozi informace EN Apriorni pravdépodobnost

Iy PH | 1)
Bayesiv N Posteriorni pravdépodobnost
vzorec P(H | DN /0)
. Vérohodnost
Nové data > PO | H)

P¥iklad 3: Pfiprava studenti ke zkousce ve vztahu k jejich vysiedku u zkousky

Prednasim studentiim rtiznych oborti zakladni kurz z poc¢tu pravdépodobnosti. Na prvni
prednasce studentim kromé prislusné literatury a potfeby navstév prednasek i cviceni
doporu¢im, aby béhem nastavajicich tfinacti tydnti samostatné spocitali ptiblizné sto
prikladd, jejichz zadani (a nékdy i feseni) jsou ve jmenovanych sbirkach prikladt nebo
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byly zadany pfimo na cviceni ¢i probrany na pfednasce. Pfitom vzpomenu, Ze moji
spoluzaci i ja jsme kdysi pred lety timto zpisobem ziskali sice minimalni, ale docela
solidni zéklady pravdépodobnostniho mysleni.

Studenti mne vétsinou neposlechnou a podle pozdéjsich prizkumi jich nejméné
95 % potiebny pocet prikladi nespocita. Na konci semestru je zkouskovy test s pii-
klady, pti kterém mohou pouzivat pfipravené vzorce. Pro ispésné absolvovani pfedmétu
staci ziskat polovinu z maximalniho poctu dosazitelnych bodl. Podle mych zaznami
maji studenti velmi malou uspéSnost a pii svém prvnim pokusu (maji k dispozici az tfi
pokusy) odhaduji, ze Gspés$nych z téch, ktefi doporuceny pocet ptikladii nespocitali, je
asi 20 %, zatimco u téch, ktefi ptriklady spocitali je asi 99 %.

Oznacme jako H, hypotézu, Ze ndhodné vybrany student piiklady spocital a jako
H, hypotézu opacnou, Ze tento student doporucené piiklady nespocital. Déle jako D
ozna¢me uspésny test tohoto studenta. Podle uvedenych udajt jsou moje stupné divéry
v jeho uspésnost ¢i neuspésnost

P(H,)=0,05 a P(H,) = 0,95.

Dale
P(D|H)=099aPD|H,)=0,2,

z ¢ehoz pravdépodobnost
P(D)=0,05.0,99+0,95.0,2=10,0495 + 0,19 = 0,2395.

Tedy asi 24 % studenti dlouhodobé test zvlada. Tento vypocet odpovida i mym
dlouhodobym zkuSenostem, podle kterych test pfi prvnim pokusu zvlddne neceld
¢tvrtina studentll. Nas vSak zajima konkrétni student, jehoz vysledek testu (jak se
dodatecn¢ ukéazalo) byl Gspésny. Pomoci Bayesova vzorce modifikujme po zjisténi jeho
uspésnosti v testu apriorni pravdépodobnost 0,05 na posteriorni a dostavame

P(H, | D) =0,0495/0,2395 = 0,207,
takze

P(H,| D) =0,793.

Zaver z téchto pro mne (velice malo povzbudivych) vysledkd si jiste ¢tenat udélal
sam, ale pridavam ujisténi, Ze se snazim, aby testy studentd byly zvladnutelné a nebyly
pro studenty piekvapenim (pfiblizné stovka testll je na internetu k dispozici vSem
zajemcum). Diivody netspéchtl je asi tieba hledat jinde.

85



ACTA OECONOMICA PRAGENSIA 1/2012

Literatura k 1. ¢asti

ANDEL, J. Statistické metody. Praha : Matfyzpress, 1998.

BAYES, T. An Essay Towards Solving a Problem in the Doctrine of Chances. Philos. Trans. Royal Soc.
London, 1763, vol. 53, s. 370-418,.

BERGER, J. O. Bayesian Analysis a Look at Today and Thought of Tomorrrow. J. American Statistical
Association. 2000, vol. 95, s. 1269-1276.

BERNARDO, J. M.; SMITH, A. F. M. Bayesian Theory. Chichester : John Wiley and Sons, 1994.
BERNOULLI, J. Ars Conjectandi. Book 4. Basel : Impensis Thurnisiorum, 1713.

BERRY, D. A. Statistics — A Bayesian perspective. San Francisco : Duxbury Press, 1996.
BLACKWELL, D. Basic Statistics. Los Angeles : McGraw Hill, 1969.

EFRON, B. Large Scale Inference — Empirical Bayes Methods for Estimation, Testing and Prediction.
Cambridge; New York : Cambridge University Press, 2010.

de FINETTI, B. La Prevision: Ses Lois Logique, ses Sources Subjectives. Ann de linstitut Henri
Poincare. 1937, vol. 7, s. 1-68. Pfelozeno do angli¢tiny: Studies in Subjective Probability.
New York : John Wiley and Sons, 1964.

de FINETTI, B. Theory of Probability. New York : John Wiley and Sons, 1974.

FISHBURN, P. C. The Axioms of Subjective Probability (with Discussion). Statistical Science. 1986,
vol. 1, s. 335-358.

HAWKING, S. W. A Brief History of Time. New York : Bantam Books, 1988.

HEBAK, P. Texty k bayesovské statistice. Praha : VSE, 1999.

JACKMAN, S. Bayesian Analysis for the Social Sciences. Chichester : John Wiley and Sons, 2010.
JEFFREYS, H. Scientific Inference. 2. vyd. Cambridge : Cambridge University Press, 1957.

KOLMOGOROQV, A. N. Foundations of the Theory of Probability. /Pfeklad z némciny/. Berlin : Springer,
1933; 1950.

LEAMER, E. E. Specification Searches: Ad Hoc Inference with Nonexperimental Data. New York : John
Wiley and Sons, 1978.

LINDLEY, D. V. Bayesian Inference. Encyclopedia of Statistical Sciences, 1. New York : John Wiley
and Sons, 1982.

O‘HAGAN, A. Kendall ‘s Advanced theory of Statistics, Vol. 2B, Bayesian Inference. London : Edward
Arnold, 1994.

PRESS, S. J.; TANUR, J. M. The Subjectivity of Scientists and Bayesian Approach New York : John Wiley
and Sons, 2001.

RAMSEY, F. P. Truth and Probability. Ed. BRAITHWAITE, R. B. London : Humanities Press, 1926.
RENYI, A. Dialogy o matematice. Praha : Mladd fronta, 1967, s. 124-182.

SAMANIEGO, F. J. A Comparison of the Bayesian and Frequentist Approaches to Estimation. New
York : Springer, 2010.

SAVAGE, L. J. The Foundations of Statistics. New York : John Wiley and Sons, 1954.

SAVAGE, L. J. Elicitation of Personal Probabilities and expectations. Journal of the American Statistical
Association. 1971, vol. 66, s. 781-801.

WANG, C. Sense and Nonsense of Statistical Inference. New York : Marcel Dekker, 1993.

ZELLNER, A. An Introduction to Bayesian Inference in Econometrics. New York : John Wiley and Sons,
1971.

ZILIAK, S. T.; McCloskey, D. N. The Cult of Statistical Significance: How the Standard Error Costs Us
Jobs, Justice, and Lives. Michigan : University Press, 2007.

ZVARA, K.; STEPAN, J. Pravdépodobnost a matematickd statistika. Praha : Matfyzpress, 1997.

86



AOP 20(1), 2012, ISSN 0572-3043

A COMPARISON OF CLASSICAL AND BAYESIAN PROBABILITY
AND STATITICS (1)

Abstract: Statistics has been developing for almost 250 years — since the publication of an
essay which included one theorem called Bayes’ after the author. This whole period (since
1763 to this day) has been accompanied by a duel between the supporters of a subjective
concept of probability and those who refuse everything but a purely objective concept of
probability as well as statistics. While the 18th and 19th centuries accepted the importance
of the subjective (let us say Bayesian) way of thinking for the development of probability
and statistics without a problem, in the 20th century the classic (frequentist) way took
over and has been dominant in teaching and textbooks to this day. Only in the second
half of the 20th century did the situation begin to change slowly. Reasons for that are
partly described in the present article, but arguments and simple examples supporting the
Bayesian way in comparison with the classic one are clear and generally respected world-
wide. Unsuspected new computing possibilities have caused an explosive development of
Bayesian statistics, which has infiltrated almost all the areas of statistics and a number of
other scientific fields. It is not possible to expect a retreat of the different philosophical or
pedagogical positions of the fighting schools of thought (even though it is really needed),
but the use of advantages of both the approaches is methodologically not only possible,
but even expected. Part of the teaching of statistics must be prepared for these changes,
but it has not been the case in the Czech Republic at all so far.
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