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K odhadu volatility finan¢nich rad
pFi ocenovani derivati’

Michal Cerny

1. Uvod

K odhadu realnych hodnot (fair prices, fair values) klasickych evropskych opci (a né-
kterych typu neklasickych opci) se nejcastéji uziva Black-Scholestiv model. Tento model
je fesenim stochastické rovnice, jez popisuje strategii nakupt a prodeji podkladového in-
strumentu, pomoci které 1ze opci replikovat (tzv. A-hedging). Klasicky Black-Scholestiv
model je zalozen na fad¢ predpokladii; jmenujme alespon ty nejdulezitéjsi: (a) podkladova
proménna se chova jako lognormalni ndhodna prochézka s driftem e a volatilitou o, kde o je
(znadma) konstanta, (b) bezrizikova trokova sazba je zndma konstanta, (c) bezrizikovy vy-
nos podkladového instrumentu je znama konstanta, (d) replika¢ni strategii (A-hedging) je
mozné realizovat ve spojitém Case, (e) drzba podkladového instrumentu ani replikacéni stra-
tegie nenesou zadné transak¢ni naklady, (f) na trhu neexistuji arbitrazni ptilezitosti. Pred-
poklady je mozné riznym zplisobem rozvolilovat a Black-Scholestiv model zobecnovat:
napfiklad tak, Ze misto pfedpokladu konstantni bezrizikové Urokové sazby se pracuje
s modelem, kde bezrizikova urokova sazba je znamou funkci casu, anebo s modelem, kde je
bezrizikova urokova sazba stochasticka.

Hodnoty opci silné zaviseji na volatilité podkladové proménné. Klasicky model pied-
poklada volatilitu konstantni (i kdyz lze uvazovat i zobecnéné modely, kde volatilita je
funkeci ¢asu anebo funkci podkladové proménné). ,,Skute¢na® volatilita je snad vzdy nezna-
ma a je tudiz nutné ji odhadovat. Odhad mimo jiné komplikuje i skutecnost, Ze realné ¢aso-
vé fady vykazuji volatilitu, jeZ neni v Case konstantni — je tfeba proto odhadovat aktudini
volatilitu. Je znamy fakt, ze odhad volatility je pfi ocenovani opci Black-Scholesovym mo-
volatility ma obrovskou cenu.

Pti odhadu je v principu mozné uvazovat dva ptistupy:

(1) odhadovat volatilitu z kotaci burzovnich opci; odhad volatility je feSenim rovnice

BS(0) = FV,

kde BS(o) je oceniovaci model opce (u klasickych opci nejcastéji tradicni Black-Schole-
stv vzorec), chapany jako funkce v proménné g, a F'V je bursovni kotace opce, anebo

(i1) odhadovat volatilitu z historickych dat.

V praxi pievazuje zptisob (ii). Casto je tieba ocenit derivaty, jejichZ ekvivalenty na or-
ganizovanych trzich neexistuji; jako piiklad Ize uvést tieba zaméstnanecké akciové opce,
které mivaji splatnost kolem péti let, zatimco na burzach se s opcemi s takto dlouhymi
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splatnostmi neobchoduje. V takovém piipadé nezbyva nez odhadnout volatilitu z histo-
rickych dat.

Je otazkou, zdali realné Casové fady spliuji predpoklad (a); odpovéd zni, ze s vysokou
mirou pravdépodobnosti nikoliv. Je hlubokou (a patrné véénou) otazkou, jaky je ,,skutec-
ny“ proces, ktery finanéni casové fady generuje; tim se vSak zde nebudeme zabyvat. Pozna-
menejme jen, ze Black-Scholestiv model je popularni mimo jiné i proto, Ze praxe ukazuje,
ze je vuci nesplnéni predpokladu (a) pomérné robustni. Budeme se zabyvat dil¢i otazkou:
je volatilita ¢asové fady konstantni? Anebo existuje jeden nebo vice okamzikd, ve kterych
dochézi ke zméné volatility (tzv. changepoint)? A kdy tyto okamziky nastavaji?

Tyto otazky maji velky vyznam. Pti odhadu volatility z historickych dat se totiz otvira
pfirozena otazka, jak dlouhou historii uvazovat. Casto totiz mame k dispozici data za dlou-
hou dobu (tfeba i nékolik desitek let dennich, a dokonce i ,,intra-day* dat), jez zahrnuje riz-
na historickd obdobi, kterd se vyznacuji nesrovnatelnymi ekonomickymi podminkami.
Situace v minulosti se miize vyznamn¢ odliSovat od souc¢asnosti — v minulosti mohlo napf.
probéhnout obdobi krizi, obdobi riistu a prasknuti ,,bublin® na akciovych trzich apod. I pro-
sté pozorovani finan¢nich casovych fad potvrzuje, Ze jejich volatilita neni v ¢ase konstant-
ni. ProtoZze pro Black-Scholestiiv model potiebujeme odhadovat okamzitou volatilitu,
obvykle se pfi odhadu volatility obvykle nebere v tivahu cela dlouha fada dat, kterou mame
k dispozici, nybrz jen data za relativné kratké historické obdobi. Nékdy se uziva i riiznych
metod s ,,exponencialnim zapominanim déjin®, kdy se historickym pozorovanim ptisuzuji
exponencialné klesajici vahy.

Wilmott ([8], str. 112) k odhadu volatility uvadi:

Nejcasteéjsim odhadem volatility je jednoduse

1 M N2
mzle(Ri_R) (M

(R, = ——" je vynosnost za i-t¢ obdobi, uzaviraci cena i-tého dne, M je pocet obdobi a 8¢ je Cas). Je-li

i

i-1
5t dostateéné malé, je mozné primérou vynosnost R ignorovat. Pro malé 8¢ lze uzit i

1 M 2
—— )  (InS,-InS,)) 2)
(M —-1)8¢ 2.5 !

Je velmi nepravdépodobné, ze by volatilita byla konstantni, at’ se podivame na kterékoliv
aktivum. KdyZ se zméni ekonomické podminky, sezonnost apod., nevyhnutelné dojde ke zméné
volatility v ¢ase. Chceme-1i znat dnesni volatilitu, musime pii vypoctu uzit alespon néjaka historicka
data. Bohuzel to znamena, ze viilbec nemame zaruku, ze odhadujeme volatilitu dnesni.

Typicky by se k vypoctu denni vynosnosti pouzily denni uzaviraci ceny; vynosnosti za
poslednich 10, 30, 100, ... dni by se dosazovaly do uvedené¢ho vzorecku. Anebo lze uzit vynosnosti
za kratsi ¢i delsi obdobi. Protoze v odhadu volatility maji v§echny vynosnosti stejnou vahu, projevi se
jedna zvysend vynosnost v odhadu volatility do doby, nez uplyne 10 (nebo 30 nebo 100) dni. Pak se
(odhadnuta) volatilita opét srovna, a je tak naprosto pochybna.

I ptes opravnénou kritiku riiznych heuristickych pfistupii se vSak praxe bez odhadu
historické volaty obejde jen tézko. Neni cilem tohoto ¢lanku hodnotit rizné moznosti
odhadu volatility; ze zkuSenosti se ukazuje, ze bychom jen tézko hledali jedinou
univerzalni metodu. Ukazeme vSak jeden mozny postup, jak posuzovat délku historického
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obdobi M, které je rozumné pti odhadu volatility brat v ivahu. Tento postup do jisté miry
odbourava Wilmottovu namitku o ,,pochybném odhadu® volatility.

2. Kdy doslo k posledni zméné volatility?

Bud'te S; uzaviraci ceny sledovaného aktiva, napt. akcie, i-t¢ho dne (i =0, 1, ..., n;
pfijméme konvenci, Ze S, je dnesni, S, ; vCerejsi cena atd.). NahliZejme na n¢ jako na
nahodné veli¢iny (a nikoliv jejich realizace), a piedpokladejme dale, ze denni logaritmické
relativni zmény

v, =In , i=1,2,..,n

jsou nezavislé ndhodné veliCiny s normalnim rozdélenim se stfedni hodnotou p. Normalita
je silny predpoklad; uzijeme jej pii odvozeni testu, a v téeti ¢asti se budeme zabyvat situaci,
kdy nemame normalitu zaruc¢enu.

Na tomto misté poznamenejme, ze k datim S; pfistupujeme z ponckud jiného thlu
pohledu, nez nabizi tradiéni ekonometrie. Casto se chovani fady S; zkouma napi. pomoci
(G)ARCH modeli. My postupujeme jinym zpusobem: nezkoumame S;, nybrz y;,
a v souladu s tradi¢nimi Black-Scholesovymi piedpoklady uvazujeme y; normalni
nezavislé. Je otazkou, jakou informaci by tradi¢ni instrumentarium pro analyzu ¢asovych
tad pro nas konkrétni problém ptineslo. (Autor si neni védom, Ze by byla znama verze
Black-Scholesova modelu, ktera pracuje s néjakym obecnéjsSim modelem podkladové
proménné, napi. typu GARCH.)

Na prvni pohled je ptedpoklad nezavislosti y; ponékud odvazny; piesto se ukazuje, Ze
jej mnohé realné finanéni fady (s vysokou pravdépodobnosti) splituji. (Coz je, bezpochyby,
prekvapivé.) Spliuji jej (pravdépodobné) napiiklad i logaritmické relativni zmény cen
akcii Yahoo! na newyorské burze (ticker YHOO) v obdobi 1996-2004. (Toto obdobi
zahrnuje jak nafouknuti, tak i nasledné splasknuti tzv. internetové bubliny v roce 2000.
Tento ptiklad je vice rozebran v [4].) Spliuji jej (pravdépodobné) i kurzy CZK/EUR,
kterymi se zabyvame ve Ctvrté casti.

Poznamenejme, ze zde odvozené testy je mozné, po vhodné modifikaci, uzivat
v situacich, kdy v y; existuji nékteré typy autoregrese; takovy ptipad se v praxi mize snadno
vyskytnout. BliZe viz ptehledovou préci [1]. Neni snad ani tieba zdlraznovat, ze pti praci
s realnymi daty je vzdy velmi dilezité fadn€¢ prozkoumat, zdali data alespon ptiblizné
splnuji predpoklady modelt a testi, ktere se k jejich analyze uzivaji.

Obecna metodika k detekci bodi zmén, kterou se zde zabyvame, miize byt uzitecna
i pii ekonometrické analyze ¢asovych fad. Bylo by jist¢ mozné (a uzite¢né) konstruovat
napf. testy na existenci bodu zmény v parametrech GARCH modeld, které se uzivaji pti
ekonometrické analyze Casovych fad. Jde vSak o jiny typ problému, nez jakym se
zabyvame v tomto textu.

Pristupme k odvozeni testu. PoloZzme si otdzku, zdali maji v§echny veliiny y; stejny
rozptyl °

¥, ~N(u,c%) (H)

(1 a 6 jsou neznamé parametry), anebo existuje okamzik «, ve kterém dochazi ke zméné
rozptylu
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¥, ~N(u,c7) proi=1,2,..,%
2 (4)
v, ~N(u,03) proi=«x+l,k+2,...,n

(1, 01> 0, 02> 0 a k jsou neznamé parametry splilyjicic, #6, a 1 < kK< n).

Jestlize y; splnuji model (H), nabizi se odhadovat volatilitu z celého datového souboru.
Pokud v3ak spliiuji model (4), je pfirozené nejprve nalézt vhodny odhad & parametru k
(tzv. bod zmény, changepoint), kdy dochazi ke zméné rozptylu. Okamzik « data rozdéli na
dv¢ ¢asti, Gast ,pred zménou® (i = 1, 2, ..., k) a Gast ,,po zmén&*“ (i = «+1, k+2, ..., n). Pii
odhadu soucasné volatility je nyni pfirozené ¢ast dat ,,pfed zménou™ ignorovat a Volatilitu

e

odhadovat pouze z dat ,,po zméné

Zkonstruujeme test hypotézy o existenci zmény rozptylu v datech pomoci podilu
vérohodnosti; konstrukce tohoto testu je dobfe znadma napf. ze statistické kontroly jakosti
(viz [1]). Nulovou hypotézou budiz (H) a alternativou (4).

Za platnosti (/) ma sdruzené rozdéleni y; tvar f, H q{ Ji” ja za platnosti (4)
i=1 O

” 1
v{ vi— J W[ ¥ u} )
i= l c i=x+10, G,
kde @ () je hustota N(0, 1). Nejprve uvazme, ze je parametr k pevny; pak je logaritmus
podilu vérohodnosti
{yl J e “{y, HJ
_ ln 1 (o8 i=x+10, G, _
H Vi
i=1 O G

> (3 -n)’ i(yi—lu)2 > (-

=%(nlnc52 —-klno] —(n-x)lno; )+ = e

ma tvar

L (n,0,0,,0, )—ln

26° 26} 263

Polozime-li derivace L_ podle u, o, 6, a 6, rovny nule, ziskdme maximalné vérohodné
odhady

1Y L. . 1. . 1,
n=- Yio O=4=S1,5 O =4/ 7" Sic> 0,7 Settno
ni-y n K n—x

kde jsme pro 1 <i<j <n oznadilis;; = 2 (¥, —R)’. Dosazenim do L, dostavame
k=i

2

2 2
[ (0,6,5,.65, )=;(nlnsl" —Klnsl”(—(n—K)lnM]-i-sk"—

2 2 2
S

Zke  Twdln
n K n—«x 2 2 2
=0

2 2
! i In| & +(n—x)ln| =X alll ::lZf.
2 nslz:nc n Si+1:n 2
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Opust'me nyni pfedpoklad pevného k; maximalizaci L_ pfes k ziskdme statistiku
1,
max—Z,. “)

Z technickych divodi je jednodussi pracovat s ekvivalentni statistikou

Z, = maxJZTf,

1<k<n

ktera rozhoduje stejné jako (4) (ma ale jiné kritické hodnoty). Hypotéza (H) o neexistenci
bodu zmény se zamitne, jestlize Z, prekroci pfislusnou kritickou hodnotu an] (na
predepsané hladiné o). Konstrukce kritickych hodnot Q,E“] je (obtizny) problém, kterému
se budeme kratce vénovat ve tieti Casti.

Tvar statistiky Z, pfimo nabizi jako odhad neznamého bodu zmény

Ri=argmaxy/Z; . (5)

Lze ukazat, Ze K je za platnosti (4) konsistentnim odhadem skute¢ného bodu zmény ;
dokonce je znamo jeho (asymptotické) rozdéleni, viz napt. [1]. V naSem kontextu je téz
pfirozené pracovat s okamzikem

K= max{k: 72 >Q£°‘]}; 6)

okamzik K je nejmladsi okamzik v minulosti, kdy proces (w/Z ; , opousti kriticky
k

=1,2,..,n—1
obor Q,E“], takze v tomto smyslu 1ze obdobi K + 1, K + 2, ..., n chapat jako obdobi, kde
zména rozptylu (s vysokou pravdépodobnosti) neni detekovéna.

Hypotézu (H) jsme formulovali jako ,neexistuje okamzik zmény rozptylu®
a alternativu jako ,.existuje jeden okamzik zmény rozptylu“. Je mozné konstruovat testy
s obecngjsimi alternativami: ,,existuje ¢ zmén rozptylu®, kde ¢ je znamé, anebo ,,existuje
q < Gmax Zmen*, kde ¢ je neznamé a g, znamé. V takovém obecnéjsim modelu se otviraji
dalsi otazky — kolik existuje bodti zmén, kde se tyto zmény nachazeji atd. Pro nas problém
vSak nejsou tolik diilezité; nas predevsim zajima, zdali doslo k aspon jedné zméné a kdy
doslo k posledni zméné. Zustaneme u nasi jednoduché alternativy; odvozeny test totiz
dobte funguje i v ptipade, kdy zmén existuje vice.

K odhadu délky obdobi, z n€jz se odhaduje volatilita, se pfimo nabizeji dvé metody.

Algoritmus 1. Na vstupu je (n; v, ya, ..., Vu). Spoctéme nekterou z metod z treti ¢asti Q,E“]
a & podle (5). Jestlize 1/ Z; < Q,Eq], algoritmus kon¢i (v datech jiz nebyla zadnd zména
rozptylu detekovana); jinak poloZ y:= y.. |, V3:= Vi.0» ---, V.= ¥, acely postup opakuj
S (=15 Y15 Yoo Vi)
Algoritmus 2. Na vstupu je (n; 11,2, ..., Vu). Spoctéme Q,E“] nékterou z metod z tieti ¢asti, k
podle (5) a K podle (6). Jestlize /Z2 < O] algoritmus kon&i (v datech jiz nebyla 7adna
zména rozptylu detekovana); jinak poloZ y):= yi. |, V3:= Verss --or Vo xi=V,,acely postup
opakujs (n—K; ¥}, ¥y, eets Vi g )-
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Oba popsané postupy maji stdle jednu nevyhodu. Chovani Z, mize byt totiz
vyznamng¢ ovlivnéno dlouhou historii dat, coz v nasi situaci mize byt nepfijemné. Existuje
ptirozeny zpusob, jak s timto problémem nalozit: divat se na nejprve na data nejmladsi,
a postupné fadu prodluzovat a pridavat data starsi. Polozme proto
Z, =Y, . =120 7

i

a postupné proj =4, 5, ..., n (i kdyZ v praxi je patné rozumné zacinat s j v&tSsim nez 4)
hledejme bod zmény v zi, z,, ..., z; Hleddme tak vlastné nejmladsi bod zmény rozptylu.
Zformulujme tento postup presnéji jako dalsi algoritmus.

Algoritmus 3. Na vstupu je (1; y1, V2, ..., Vu); z: necht’ maji stejny vyznam jako v (7). Poloz
j =4 aproved nasledujici:

Krok 1. Spotti Z, ak ; z posloupnosti dat zy, z, ..., z; a spocti Q,[.“] (x, je
odhad bodu zmény v posloupnosti zi, z, ..., 2)).

Krok 2. Je-li £, > Q') na vystup zapis y, ¢, . ¥, ¢,2» - ¥, a skonéi.

Krok 3. Je-lij = n, na vystup zapis$ yi, ya, ..., ¥, a skonci.
Krok 4. Polozj :=j+ 1 a pokracuj krokem 1.
V kroku 1 a 2 je mozné misto « uzit i K ve stejné roli, jakou hralo v algoritmu 2.

Nabizeji se i dal$i postupy; je mozné se inspirovat naptiklad v oblasti on-line kontroly
jakosti. Statistika kontroly jakosti zkoumd (mimo jiné) tento problém: necht nam
pfichdzeji novd a novd pozorovani jisté veliCiny, jejiz rozdéleni zndme. V jistém
neznamém okamziku dojde ke zméné rozdéleni (typicky: zméni se néktery parametr
rozdéleni, v naSem pfipad¢ rozptyl normalniho rozdéleni). Jak co nejdiive poté, co ke
zméné doslo, s dostateCnou mirou jistoty poznat, Ze ke zméné dosSlo? Vice o této
problematice viz praci [2]. Zde jen poznamenejme, Ze nase situace je jednodussi — pii praci
s posloupnostmi zy, z,, ..., z; s rostoucim j postupujeme ,,proti sméru ¢asu®, a tak rozhodovat
o zmén¢ v rozptylu co nejdrive po jejim vyskytu neni nutné. Staci, pokud zménu vibec
neékdy pozname.

Aby byl popis metody Uplny, zbyva rozebrat moznosti vypoctu QJ[.“]; tomu vénujeme

tieti ¢ast textu. Na zavér této Casti jesté doplime nékolik pozndmek. Ukézali jsme jen
jeden, velmi jednoduchy zpusob, jak zkonstruovat test hypotézy ,,neexistuje bod zmény
rozptylu® a s jeho pomoci i bod zmény odhadnout. Moznosti vSak existuje cela fada.
Zminme zde alespon jeden dulezity postup, ktery vyuziva bayesovsky pohled na
alternativni hypotézu. O bodu zmény x predpokladejme, Ze jde o ndhodnou veli¢inu
s rovnomérnym apriornim rozdélenim. Rozdéleni (3) by pak bylo rozdéleni podminéné
danym k. BéZnou konstrukci podle véty o uplné pravdépodobnosti se ziska nepodminéné
rozdéleni yy, y,, ..., ¥, za platnosti alternativy a testové kriterium se odvodi podilem
vérohodnosti. Vysledkem je statistika, jez ma mirn€ odlisné vlastnosti: 1épe nez Z, detekuje
zmény, které se vyskytuji ,,uvniti‘ datového souboru a o néco hiie detekuje zmény, které
se vyskytuji ,,na kraji*.

Pracovali jsme v modelu, kde drift p je konstantni, a zkoumame jen zménu volatility;
je vsak samoziejmé mozné konstruovat i statistiky k testovani zmeény jen v driftu
a statistiky k testovani zmény v driftu a/nebo ve volatilité. K dispozici jsou i vysledky pro
zavisla data. Problematika bodi zmén se v poslednich letech intensivné studuje, viz napft.
prehledovou praci [1].
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3. Kritické hodnoty Q'

Explicitné vyjadiit rozdéleni Z, je mimofadné obtizné; k dispozici jsou pouze
aproximace a asymptotické vysledky.

Asymptotika. Asymptoticky s n — oo ma za platnosti (/) veli¢ina Z, degenerované
rozdéleni. Lze vSak ukéazat [1], ze veli¢ina a2, -b,, kde a,=+v2Inlnn a
b =~2Inlnn+Inv/Inlnn—-In+/r, ma v limit¢ n — oo distribuéni funkci extremélniho
typu:

Pr[a, 2, -b, >x]>e™ . (®)
Odtud (pro velka n) ziskame kritické hodnoty ve tvaru

1
2Inlnn+InyInlnn —Invm—Inln

o 1-a
0, = : Q)
V2Inlnn

Zajimavé je, ze (8) zlistdva v platnosti i za podstatné slabsich predpokladi nez (H); viibec
neni tfeba predpokladat normalitu. Staci, jsou-li y; nezavislé, stejné rozdélené a pro nékteré

d>4je E‘ yi‘d < oo (viz [1]). Takze (9) se vyplati pouzivat v situacich, kdy neméame

dostate¢nou jistotu, Ze y; jsou normalni. Je vsak tieba upozornit na to, Ze vztah je pouzitelny
pouze pro velka n, ptiCemz velmi zalezi na zvolené hladin€ testu o: pro oo = 5% je vztah (9)
pouzitelny ptiblizné jiz pro n =30, zatimco pro oo = 1% az ptiblizn€ od n = 100; i tak ale (9)
dava znacné konzervativni kritické hodnoty.

Simulace. Pro mala n pomohou simulace; kritickd hodnota nezavisi na rozptylu ¢ ani

na stiedni hodnoté u, takze je nejjednodussi simulovat data z N(0, 1). Pfedpoklad normality
v (H) je v8ak pomérné svazujici; l1ze proto doporucit i simulaci z empirického rozdéleni y;.

Permutace. Velmi oblibenou metodou, kterd vyuziva empirického rozdéleni y;,
a osvédcuje se i v piipadé ne-normalnich dat, je uziti permuta¢niho principu (blize viz [5]).
Je zalozen na pozorovani, ze spliiuje-li posloupnost yy, ¥, ..., ¥, model (H), splituje jej
1 posloupnost ypy, Yp@), --.» Yrmy, kde P je libovolnd permutace mnoziny {1, 2, ..., n}.
Naproti tomu, spliuje-1i posloupnost yy, yy, ..., v, model (4), pak zvolime-li permutaci P
nahodné, s vysokou pravdépodobnosti posloupnost ypy, Y, .., Yrm model (4) spliovat
nebude. Oznac¢me

I —0)? n—k) " —0)?
Z,[,P]::max kln{ lel(yp(z) i) ]+(n—k)ln[( )zlzl(yp(,) i) }

<k<n k A n A
o ”'Zle(ym) -i)’ ”'Zi:ml(yl’m -y

kde P; je vlastné hodnota statistiky Z,EP], kdybychom bychom ji po¢itali z dat yp(1), yee), - - -,
Ypmy- Necht’ jsou nyni yy, y,, ..., ¥, pevnd; permutac¢ni distribu¢ni funkei je funkce
Fix)= Pr[Z,[,P] <x],

kde P je nahodna permutace. (Jde o rozdéleni Z,EP] pii nahodné permutaci P podminéné

danymi yy, y», ..., v,.) Kvantil tohoto rozdéleni, tzv. permutacni kvantil, nyni poslouzi jako
odhad QY.
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Pfesné spocitat permutacni distribu¢ni funkei F(x), a tedy i1 hledany kvantil, vyzaduje
obrovské vypocetni Usili (vSech permutaci je n!); ukazuje se vSak, Ze velmi dobrou
aproximaci F(x) je empiricka permutacni distribu¢ni funkce

‘{j IS {1,2,...,N}:Z,EP’] <x}‘
I )

kde P;,j=1, 2, ..., N, jsou ndhodné permutace mnoziny {1, 2, ..., n}, jiz pro N fadu 10%. Pro
tuto aproximaci permutacniho kvantilu vystacime jiz s pfijatelnym vypocetnim usilim;
staci generovat N ndhodnych permutaci, a z jejich empirické permutacni distribuc¢ni funkce
odhadnout hledany kvantil.

Permutacni rozdéleni je rovnéz vhodné v situacich, kdy nemame zaruc¢enu normalitu
pozorovanych dat.

Vycet neni zdaleka vyCerpavajici; existuji i dal$i metody aproximace kritickych
hodnot. Nasledujici tabulka shrnuje kritické hodnoty testu ziskané simulacemi pro
normaln€ rozdélené ndhodné veliciny.

n=10 n=>50 n=100 | n=300 | n=600 | n=1000 | n=2000
o=10% 2,56 2,83 2,90 3,02 3,06 3,08 3,12
o=5% 2,83 3,09 3,16 3,27 3,32 3,34 3,36
o=2,5% 3,09 3,32 3,39 3,49 3,54 3,53 3,59
a=1% 3,40 3,59 3,67 3,76 3,81 3,83 3,80
a=0,5% 3,64 3,75 3,83 3,95 4,02 4,02 4,05

4. Ilustrace

V této ¢asti demonstrujeme navrzenou metodu na piikladu veli¢iny, jejiz volatilitu je
v Ceské republice tfeba pii ocetiovani derivatii odhadovat patrné nejéastéji: ménovy kurz
CZK/EUR. Denni data S; jsou bézné dostupna (slovem den nadale rozumime obchodni
den). Pracujme s obdobim 2. 1. 2004-31. 12. 2007, coZ je pro nase ucely dostateéné dlouha
historie; celkem jde o n = 1009 pozorovani (S; je kurz k 2. 1. 2004 a Sjp je kurz
k 31.12.2007). Vysledky by vsak byly stejné, i kdybychom pracovali s del$Sim historickym
obdobim. Nasledujici obrazek zachycuje logaritmické relativni denni zmény

y,:lnh, i=1,2,...,1008.
S

i
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Neni nasim cilem podat detailni analyzu této casové fady; jen stru¢né konstatujme, Ze
na zaklad¢ rozboru odhadu autokorelac¢ni funkce se ukazuje, Ze tada y; autokorelaci
nevykazuje. To je dllezité, nebot’ nas test je na autokorelaci citlivy. Pro zajimavost
uvadime i empirické rozdéleni y; a jeho srovnani s normalnim; to je dilezité pii rozhodnuti,
kterou metodu uzit ke konstrukei kritickych hodnot.

L - s ] 1 ! | |

-0.02 -0.015 -0.01 -0.005 0 0.005 0.01 0.015 0.02

Nasledujici obrazek ilustruje algoritmus 3; j ma zde stejny vyznam jako pii popisu
algoritmu. Jsme v situaci, kdy 31. 12. 2007 hledame odhad nejmlad$iho okamziku zmény
rozptylu; data za obdobi pocinaje odhadnutym okamzikem zmény az po 31. 12. 2007
bychom pak pouzili k odhadu volatility. Horni graf nasledujiciho obrazku ukazuje
trajektorii Z; (viz krok 1 algoritmu 3) postupné proj = 10, 11, ..., 500; je zde zachycena
1 kriticka hodnota spoctena na zaklad€ vztahu (9) na 1 % a 5 % hladinég. Jak je z obrazku
vidét, pti o =5 % je kriticka hodnota poprvé piekrocena pro j =25 (tedy: jiz pti pohledu na
25 nejmladsich hodnot y; je detekovana existence statisticky vyznamné zmény) a odhad
bodu zmény ; zkroku 1 algoritmu 3 (dolni obrazek) je 20, coz vede k zavéru, ze pro odhad
volatility bychom uvazovali 20denni historii.

Pohled na dolni obrazek, kde je zachycen odhad bodu zmény v zavislosti na j, ukazuje,
ze existuji dva ,,obory stability” odhadu bodu zmény: hledime-li pouze na nedavnou
historii, feknéme j = 22, 23, ..., 90, nabyva «, hodnoty 20 (az na n&kolik vyjimek). Pfi
pohledu na del$i historii, feknéme j > 100, je hodnota « ;»aznajednu vyjimku, rovna 93.

Pokud bychom pracovali s o = 1%, kritickd hodnota bude poprvé piekrocena pro
J = 170, coz nabizi k odhadu volatility uzit historii k,,, = 93 dnt (viz dolni obrazek).
Zvétsujeme-li j (tedy: hledime dale do minulosti), ziistava odhad bodu zmény & ; stabilni.
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On Estimation of Volatility of Financial Time Series for Pricing Derivatives

Abstract

Estimation of volatility of financial time series plays a crucial role in pricing derivatives. Volatility is often
estimated from historical data; however, it is well known that volatility varies in time. We propose
a method to choose a suitable length of historical data to estimate contemporary volatility. The method is
based on adaptation of a procedure used in statistical quality control — a hypothesis, that data contains
a changepoint of volatility, is tested and if the test gives a positive answer, the changepoint is estimated.
Then, a period of data where no changepoint is statistically significant is used to estimate contemporary
volatility. The approach is illustrated on an analysis of CZK/EUR exchange rates.

Keywords: Derivative, Black-Scholes model, time series, volatility, changepoint.
JEL classification: G12, C12, C13.
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