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K odhadu volatility finanèních øad
pøi oceòování derivátù#

Michal Èerný*

1. Úvod

K odhadu reálných hodnot (fair prices, fair values) klasických evropských opcí (a nì-
kterých typù neklasických opcí) se nejèastìji u�ívá Black-Scholesùv model. Tento model
je øešením stochastické rovnice, je� popisuje strategii nákupù a prodejù podkladového in-
strumentu, pomocí které lze opci replikovat (tzv. Ä-hedging). Klasický Black-Scholesùv
model je zalo�en na øadì pøedpokladù; jmenujme alespoò ty nejdùle�itìjší: (a) podkladová
promìnná se chová jako lognormální náhodná procházka s driftem ì a volatilitou ó, kde ó je
(známá) konstanta, (b) bezriziková úroková sazba je známá konstanta, (c) bezrizikový vý-
nos podkladového instrumentu je známá konstanta, (d) replikaèní strategii (Ä-hedging) je
mo�né realizovat ve spojitém èase, (e) dr�ba podkladového instrumentu ani replikaèní stra-
tegie nenesou �ádné transakèní náklady, (f) na trhu neexistují arbitrá�ní pøíle�itosti. Pøed-
poklady je mo�né rùzným zpùsobem rozvolòovat a Black-Scholesùv model zobecòovat:
napøíklad tak, �e místo pøedpokladu konstantní bezrizikové úrokové sazby se pracuje
s modelem, kde bezriziková úroková sazba je známou funkcí èasu, anebo s modelem, kde je
bezriziková úroková sazba stochastická.

Hodnoty opcí silnì závisejí na volatilitì podkladové promìnné. Klasický model pøed-
pokládá volatilitu konstantní (i kdy� lze uva�ovat i zobecnìné modely, kde volatilita je
funkcí èasu anebo funkcí podkladové promìnné). „Skuteèná“ volatilita je snad v�dy nezná-
má a je tudí� nutné ji odhadovat. Odhad mimo jiné komplikuje i skuteènost, �e reálné èaso-
vé øady vykazují volatilitu, je� není v èase konstantní – je tøeba proto odhadovat aktuální
volatilitu. Je známý fakt, �e odhad volatility je pøi oceòování opcí Black-Scholesovým mo-
delem patrnì nejvá�nìjší a nejdùle�itìjší problém; je toti� bì�né, �e ka�dý procentní bod
volatility má obrovskou cenu.

Pøi odhadu je v principu mo�né uva�ovat dva pøístupy:

(i) odhadovat volatilitu z kotací burzovních opcí; odhad volatility je øešením rovnice

BS(ó) = FV,

kde BS(ó) je oceòovací model opce (u klasických opcí nejèastìji tradièní Black-Schole-
sùv vzorec), chápaný jako funkce v promìnné ó, a FV je bursovní kotace opce, anebo

(ii) odhadovat volatilitu z historických dat.

V praxi pøeva�uje zpùsob (ii). Èasto je tøeba ocenit deriváty, jejich� ekvivalenty na or-
ganizovaných trzích neexistují; jako pøíklad lze uvést tøeba zamìstnanecké akciové opce,
které mívají splatnost kolem pìti let, zatímco na burzách se s opcemi s takto dlouhými
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splatnostmi neobchoduje. V takovém pøípadì nezbývá ne� odhadnout volatilitu z histo-
rických dat.

Je otázkou, zdali reálné èasové øady splòují pøedpoklad (a); odpovìï zní, �e s vysokou
mírou pravdìpodobnosti nikoliv. Je hlubokou (a patrnì vìènou) otázkou, jaký je „skuteè-
ný“ proces, který finanèní èasové øady generuje; tím se však zde nebudeme zabývat. Pozna-
menejme jen, �e Black-Scholesùv model je populární mimo jiné i proto, �e praxe ukazuje,
�e je vùèi nesplnìní pøedpokladu (a) pomìrnì robustní. Budeme se zabývat dílèí otázkou:
je volatilita èasové øady konstantní? Anebo existuje jeden nebo více okam�ikù, ve kterých
dochází ke zmìnì volatility (tzv. changepoint)? A kdy tyto okam�iky nastávají?

Tyto otázky mají velký význam. Pøi odhadu volatility z historických dat se toti� otvírá
pøirozená otázka, jak dlouhou historii uva�ovat. Èasto toti� máme k dispozici data za dlou-
hou dobu (tøeba i nìkolik desítek let denních, a dokonce i „intra-day“ dat), je� zahrnuje rùz-
ná historická období, která se vyznaèují nesrovnatelnými ekonomickými podmínkami.
Situace v minulosti se mù�e významnì odlišovat od souèasnosti — v minulosti mohlo napø.
probìhnout období krizí, období rùstu a prasknutí „bublin“ na akciových trzích apod. I pro-
sté pozorování finanèních èasových øad potvrzuje, �e jejich volatilita není v èase konstant-
ní. Proto�e pro Black-Scholesùv model potøebujeme odhadovat okam�itou volatilitu,
obvykle se pøi odhadu volatility obvykle nebere v úvahu celá dlouhá øada dat, kterou máme
k dispozici, nýbr� jen data za relativnì krátké historické období. Nìkdy se u�ívá i rùzných
metod s „exponenciálním zapomínáním dìjin“, kdy se historickým pozorováním pøisuzují
exponenciálnì klesající váhy.

Wilmott ([8], str. 112) k odhadu volatility uvádí:

Nejèastìjším odhadem volatility je jednoduše
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Je velmi nepravdìpodobné, �e by volatilita byla konstantní, a� se podíváme na kterékoliv
aktivum. Kdy� se zmìní ekonomické podmínky, sezónnost apod., nevyhnutelnì dojde ke zmìnì
volatility v èase. Chceme-li znát dnešní volatilitu, musíme pøi výpoètu u�ít alespoò nìjaká historická
data. Bohu�el to znamená, �e vùbec nemáme záruku, �e odhadujeme volatilitu dnešní.

Typicky by se k výpoètu denní výnosnosti pou�ily denní uzavírací ceny; výnosnosti za
posledních 10, 30, 100, … dní by se dosazovaly do uvedeného vzoreèku. Anebo lze u�ít výnosnosti
za kratší èi delší období. Proto�e v odhadu volatility mají všechny výnosnosti stejnou váhu, projeví se
jedna zvýšená výnosnost v odhadu volatility do doby, ne� uplyne 10 (nebo 30 nebo 100) dní. Pak se
(odhadnutá) volatilita opìt srovná, a je tak naprosto pochybná.

I pøes oprávnìnou kritiku rùzných heuristických pøístupù se však praxe bez odhadu
historické volaty obejde jen tì�ko. Není cílem tohoto èlánku hodnotit rùzné mo�nosti
odhadu volatility; ze zkušenosti se ukazuje, �e bychom jen tì�ko hledali jedinou
univerzální metodu. Uká�eme však jeden mo�ný postup, jak posuzovat délku historického
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období M, které je rozumné pøi odhadu volatility brát v úvahu. Tento postup do jisté míry
odbourává Wilmottovu námitku o „pochybném odhadu“ volatility.

2. Kdy došlo k poslední zmìnì volatility?

Buïte Si uzavírací ceny sledovaného aktiva, napø. akcie, i-tého dne (i = 0, 1, …, n;
pøijmìme konvenci, �e Sn je dnešní, Sn–1 vèerejší cena atd.). Nahlí�ejme na nì jako na
náhodné velièiny (a nikoliv jejich realizace), a pøedpokládejme dále, �e denní logaritmické
relativní zmìny
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jsou nezávislé náhodné velièiny s normálním rozdìlením se støední hodnotou �. Normalita
je silný pøedpoklad; u�ijeme jej pøi odvození testu, a v tøetí èásti se budeme zabývat situací,
kdy nemáme normalitu zaruèenu.

Na tomto místì poznamenejme, �e k datùm Si pøistupujeme z ponìkud jiného úhlu
pohledu, ne� nabízí tradièní ekonometrie. Èasto se chování øady Si zkoumá napø. pomocí
(G)ARCH modelù. My postupujeme jiným zpùsobem: nezkoumáme Si, nýbr� yi,
a v souladu s tradièními Black-Scholesovými pøedpoklady uva�ujeme yi normální
nezávislé. Je otázkou, jakou informaci by tradièní instrumentárium pro analýzu èasových
øad pro náš konkrétní problém pøineslo. (Autor si není vìdom, �e by byla známa verze
Black-Scholesova modelu, která pracuje s nìjakým obecnìjším modelem podkladové
promìnné, napø. typu GARCH.)

Na první pohled je pøedpoklad nezávislosti yi ponìkud odvá�ný; pøesto se ukazuje, �e
jej mnohé reálné finanèní øady (s vysokou pravdìpodobností) splòují. (Co� je, bezpochyby,
pøekvapivé.) Splòují jej (pravdìpodobnì) napøíklad i logaritmické relativní zmìny cen
akcií Yahoo! na newyorské burze (ticker YHOO) v období 1996–2004. (Toto období
zahrnuje jak nafouknutí, tak i následné splasknutí tzv. internetové bubliny v roce 2000.
Tento pøíklad je více rozebrán v [4].) Splòují jej (pravdìpodobnì) i kurzy CZK/EUR,
kterými se zabýváme ve ètvrté èásti.

Poznamenejme, �e zde odvozené testy je mo�né, po vhodné modifikaci, u�ívat
v situacích, kdy v yi existují nìkteré typy autoregrese; takový pøípad se v praxi mù�e snadno
vyskytnout. Blí�e viz pøehledovou práci [1]. Není snad ani tøeba zdùrazòovat, �e pøi práci
s reálnými daty je v�dy velmi dùle�ité øádnì prozkoumat, zdali data alespoò pøibli�nì
splòují pøedpoklady modelù a testù, které se k jejich analýze u�ívají.

Obecná metodika k detekci bodù zmìn, kterou se zde zabýváme, mù�e být u�iteèná
i pøi ekonometrické analýze èasových øad. Bylo by jistì mo�né (a u�iteèné) konstruovat
napø. testy na existenci bodu zmìny v parametrech GARCH modelù, které se u�ívají pøi
ekonometrické analýze èasových øad. Jde však o jiný typ problému, ne� jakým se
zabýváme v tomto textu.

Pøistupme k odvození testu. Polo�me si otázku, zdali mají všechny velièiny yi stejný
rozptyl �

2

y Ni ~ ( , )� �2 (H)

(� a � jsou neznámé parametry), anebo existuje okam�ik �, ve kterém dochází ke zmìnì
rozptylu
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y Ni ~ ( , )� �1
2 pro i = 1, 2, ..., �

y Ni ~ ( , )� �2
2 pro i = �+1, �+2, ..., n

(�, �1 > 0, �2 > 0 a � jsou neznámé parametry splòující � �1 2� a 1	 
� n).

Jestli�e yi splòují model (H), nabízí se odhadovat volatilitu z celého datového souboru.
Pokud však splòují model (A), je pøirozené nejprve nalézt vhodný odhad �� parametru �

(tzv. bod zmìny, changepoint), kdy dochází ke zmìnì rozptylu. Okam�ik �� data rozdìlí na
dvì èásti, èást „pøed zmìnou“ (i = 1, 2, ..., ��) a èást „po zmìnì“ (i = ��+1, ��+2, ..., n). Pøi
odhadu souèasné volatility je nyní pøirozené èást dat „pøed zmìnou“ ignorovat a volatilitu
odhadovat pouze z dat „po zmìnì“.

Zkonstruujeme test hypotézy o existenci zmìny rozptylu v datech pomocí podílu
vìrohodností; konstrukce tohoto testu je dobøe známa napø. ze statistické kontroly jakosti
(viz [1]). Nulovou hypotézou budi� (H) a alternativou (A).

Za platnosti (H) má sdru�ené rozdìlení yi tvar f
y

H
i

i

n

�
��

�



�

�
�

�
� 1

1 �
�

�

�
a za platnosti (A)

má tvar

f
y y

A
i

i

i

i

�
��

�




�

�
���

��

�




�

�
��

� � �
� 1 1

11 2 21�
�

�

� �
�

�

��

�

�

n

� , (3)

kde � (�) je hustota N(0, 1). Nejprve uva�me, �e je parametr � pevný; pak je logaritmus
podílu vìrohodností
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Opus�me nyní pøedpoklad pevného �� maximalizací L� pøes � získáme statistiku

max
1

21

2	 
k n
kZ . (4)

Z technických dùvodù je jednodušší pracovat s ekvivalentní statistikou

Zn
k n

kZ: max ,�
	 
1

2

která rozhoduje stejnì jako (4) (má ale jiné kritické hodnoty). Hypotéza (H) o neexistenci
bodu zmìny se zamítne, jestli�e Zn pøekroèí pøíslušnou kritickou hodnotu � �Qn

 
(na

pøedepsané hladinì �). Konstrukce kritických hodnot � �Qn

 
je (obtí�ný) problém, kterému

se budeme krátce vìnovat ve tøetí èásti.

Tvar statistiky Zn pøímo nabízí jako odhad neznámého bodu zmìny

�: arg max� �
	 
1

2

k n
kZ . (5)

Lze ukázat, �e �� je za platnosti (A) konsistentním odhadem skuteèného bodu zmìny �;
dokonce je známo jeho (asymptotické) rozdìlení, viz napø. [1]. V našem kontextu je té�
pøirozené pracovat s okam�ikem

� �! "K k Z Qk n� #max : 2  ; (6)

okam�ik K je nejmladší okam�ik v minulosti, kdy proces$ %Zk
k n

2

1 2 1� �, ,... ,
opouští kritický

obor � �Qn

 
, tak�e v tomto smyslu lze období K + 1, K + 2, …, n chápat jako období, kde

zmìna rozptylu (s vysokou pravdìpodobností) není detekována.

Hypotézu (H) jsme formulovali jako „neexistuje okam�ik zmìny rozptylu“
a alternativu jako „existuje jeden okam�ik zmìny rozptylu“. Je mo�né konstruovat testy
s obecnìjšími alternativami: „existuje q zmìn rozptylu“, kde q je známé, anebo „existuje
q 	 qmax zmìn“, kde q je neznámé a qmax známé. V takovém obecnìjším modelu se otvírají
další otázky – kolik existuje bodù zmìn, kde se tyto zmìny nacházejí atd. Pro náš problém
však nejsou tolik dùle�ité; nás pøedevším zajímá, zdali došlo k aspoò jedné zmìnì a kdy
došlo k poslední zmìnì. Zùstaneme u naší jednoduché alternativy; odvozený test toti�
dobøe funguje i v pøípadì, kdy zmìn existuje více.

K odhadu délky období, z nìj� se odhaduje volatilita, se pøímo nabízejí dvì metody.

Algoritmus 1. Na vstupu je (n; y1, y2, …, yn). Spoètìme nìkterou z metod z tøetí èásti � �Qn

 

a �� podle (5). Jestli�e � �Z Qn��
 2 	 , algoritmus konèí (v datech ji� nebyla �ádná zmìna

rozptylu detekována); jinak polo� & � & � & �� � �y y y y y yn n1 1 2 2: , : , ..., :� � �� � � a celý postup opakuj
s ( � ; , , ..., )�n y y yn� & & &�� �1 2 .

Algoritmus 2. Na vstupu je (n; y1, y2, …, yn). Spoètìme � �Qn

 
nìkterou z metod z tøetí èásti, ��

podle (5) a K podle (6). Jestli�e � �Z Qn��
 2 	 , algoritmus konèí (v datech ji� nebyla �ádná

zmìna rozptylu detekována); jinak polo� & � & � & �� � �y y y y y yK K n K n1 1 2 2: , : , ..., : , a celý postup
opakuj s ( ; , , ..., )n K y y yn K� & & &�1 2 .
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Oba popsané postupy mají stále jednu nevýhodu. Chování Zn mù�e být toti�
významnì ovlivnìno dlouhou historií dat, co� v naší situaci mù�e být nepøíjemné. Existuje
pøirozený zpùsob, jak s tímto problémem nalo�it: dívat se na nejprve na data nejmladší,
a postupnì øadu prodlu�ovat a pøidávat data starší. Polo�me proto

z y i ni n i� �� � 1 12, , ,... (7)

a postupnì pro j = 4, 5, …, n (i kdy� v praxi je patnì rozumné zaèínat s j vìtším ne� 4)
hledejme bod zmìny v z1, z2, ..., zj. Hledáme tak vlastnì nejmladší bod zmìny rozptylu.
Zformulujme tento postup pøesnìji jako další algoritmus.

Algoritmus 3. Na vstupu je (n; y1, y2, …, yn); zi nech� mají stejný význam jako v (7). Polo�
j := 4 a proveï následující:

Krok 1. Spoèti Zn a �� j z posloupnosti dat z1, z2, ..., zj a spoèti � �Q j

 
(�� j je

odhad bodu zmìny v posloupnosti z1, z2, ..., zj).

Krok 2. Je-li � �
Zn jQ#  

, na výstup zapiš y y yn n n� � � �� �, , ...,� �1 2 a skonèi.

Krok 3. Je-li j = n, na výstup zapiš y1, y2, …, yn a skonèi.

Krok 4. Polo� j := j + 1 a pokraèuj krokem 1.

V kroku 1 a 2 je mo�né místo �� u�ít i K ve stejné roli, jakou hrálo v algoritmu 2.

Nabízejí se i další postupy; je mo�né se inspirovat napøíklad v oblasti on-line kontroly
jakosti. Statistika kontroly jakosti zkoumá (mimo jiné) tento problém: nech� nám
pøicházejí nová a nová pozorování jisté velièiny, její� rozdìlení známe. V jistém
neznámém okam�iku dojde ke zmìnì rozdìlení (typicky: zmìní se nìkterý parametr
rozdìlení, v našem pøípadì rozptyl normálního rozdìlení). Jak co nejdøíve poté, co ke
zmìnì došlo, s dostateènou mírou jistoty poznat, �e ke zmìnì došlo? Více o této
problematice viz práci [2]. Zde jen poznamenejme, �e naše situace je jednodušší – pøi práci
s posloupnostmi z1, z2, ..., zj s rostoucím j postupujeme „proti smìru èasu“, a tak rozhodovat
o zmìnì v rozptylu co nejdøíve po jejím výskytu není nutné. Staèí, pokud zmìnu vùbec
nìkdy poznáme.

Aby byl popis metody úplný, zbývá rozebrat mo�nosti výpoètu � �Q j

 
; tomu vìnujeme

tøetí èást textu. Na závìr této èásti ještì doplòme nìkolik poznámek. Ukázali jsme jen
jeden, velmi jednoduchý zpùsob, jak zkonstruovat test hypotézy „neexistuje bod zmìny
rozptylu“ a s jeho pomocí i bod zmìny odhadnout. Mo�ností však existuje celá øada.
Zmiòme zde alespoò jeden dùle�itý postup, který vyu�ívá bayesovský pohled na
alternativní hypotézu. O bodu zmìny � pøedpokládejme, �e jde o náhodnou velièinu
s rovnomìrným apriorním rozdìlením. Rozdìlení (3) by pak bylo rozdìlení podmínìné
daným �. Bì�nou konstrukcí podle vìty o úplné pravdìpodobnosti se získá nepodmínìné
rozdìlení y1, y2, …, yn za platnosti alternativy a testové kriterium se odvodí podílem
vìrohodností. Výsledkem je statistika, je� má mírnì odlišné vlastnosti: lépe ne� Zn detekuje
zmìny, které se vyskytují „uvnitø“ datového souboru a o nìco hùøe detekuje zmìny, které
se vyskytují „na kraji“.

Pracovali jsme v modelu, kde drift � je konstantní, a zkoumáme jen zmìnu volatility;
je však samozøejmì mo�né konstruovat i statistiky k testování zmìny jen v driftu
a statistiky k testování zmìny v driftu a/nebo ve volatilitì. K dispozici jsou i výsledky pro
závislá data. Problematika bodù zmìn se v posledních letech intensivnì studuje, viz napø.
pøehledovou práci [1].
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3. Kritické hodnoty � �Q j
 

Explicitnì vyjádøit rozdìlení Zn je mimoøádnì obtí�né; k dispozici jsou pouze
aproximace a asymptotické výsledky.

Asymptotika. Asymptoticky s n ' ( má za platnosti (H) velièina Zn degenerované

rozdìlení. Lze však ukázat [1], �e velièina a bn n nZ � , kde a nn � 2 ln ln a

b n nn � � �2 ln ln ln ln ln ln ), má v limitì n ' ( distribuèní funkci extremálního

typu:

� �Pr a b x en n n
e x

Z � # ' � �2 . (8)

Odtud (pro velká n) získáme kritické hodnoty ve tvaru

� �Q

n n

n
n
 

)
 �

� � �
�

2
1

1

2

ln ln ln ln ln ln ln ln

ln ln
. (9)

Zajímavé je, �e (8) zùstává v platnosti i za podstatnì slabších pøedpokladù ne� (H); vùbec
není tøeba pøedpokládat normalitu. Staèí, jsou-li yi nezávislé, stejnì rozdìlené a pro nìkteré
d > 4 je E yi

d

 ( (viz [1]). Tak�e (9) se vyplatí pou�ívat v situacích, kdy nemáme

dostateènou jistotu, �e yi jsou normální. Je však tøeba upozornit na to, �e vztah je pou�itelný
pouze pro velká n, pøièem� velmi zále�í na zvolené hladinì testu �: pro � = 5% je vztah (9)
pou�itelný pøibli�nì ji� pro n * 30, zatímco pro � = 1% a� pøibli�nì od n * 100; i tak ale (9)
dává znaènì konzervativní kritické hodnoty.

Simulace. Pro malá n pomohou simulace; kritická hodnota nezávisí na rozptylu ó ani
na støední hodnotì µ, tak�e je nejjednodušší simulovat data z N(0, 1). Pøedpoklad normality
v (H) je však pomìrnì svazující; lze proto doporuèit i simulaci z empirického rozdìlení yi.

Permutace. Velmi oblíbenou metodou, která vyu�ívá empirického rozdìlení yi,
a osvìdèuje se i v pøípadì ne-normálních dat, je u�ití permutaèního principu (blí�e viz [5]).
Je zalo�en na pozorování, �e splòuje-li posloupnost y1, y2, …, yn model (H), splòuje jej
i posloupnost yP(1), yP(2), …, yP(n), kde P je libovolná permutace mno�iny {1, 2, ..., n}.
Naproti tomu, splòuje-li posloupnost y1, y2, …, yn model (A), pak zvolíme-li permutaci P
náhodnì, s vysokou pravdìpodobností posloupnost yP(1), yP(2), …, yP(n) model (A) splòovat
nebude. Oznaème

� �
Zn

P

k n

P ii

n

P ii

k
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k y

n y
: max ln
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�
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1

2)
,

kde P; je vlastnì hodnota statistiky � �
Zn

P
, kdybychom bychom ji poèítali z dat yP(1), yP(2), …,

yP(n). Nech� jsou nyní y1, y2, …, yn pevná; permutaèní distribuèní funkcí je funkce

F(x) = � �� �Pr Zn
P x
 ,

kde P je náhodná permutace. (Jde o rozdìlení � �
Zn

P
pøi náhodné permutaci P podmínìné

danými y1, y2, …, yn.) Kvantil tohoto rozdìlení, tzv. permutaèní kvantil, nyní poslou�í jako
odhad � �Qn

 
.
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Pøesnì spoèítat permutaèní distribuèní funkci F(x), a tedy i hledaný kvantil, vy�aduje
obrovské výpoèetní úsilí (všech permutací je n!); ukazuje se však, �e velmi dobrou
aproximací F(x) je empirická permutaèní distribuèní funkce

! " � �! "j N x

N

n

P j+ 
12, ,..., :Z
,

kde Pj, j = 1, 2, ..., N, jsou náhodné permutace mno�iny {1, 2, ..., n}, ji� pro N øádu 104. Pro
tuto aproximaci permutaèního kvantilu vystaèíme ji� s pøijatelným výpoèetním úsilím;
staèí generovat N náhodných permutací, a z jejich empirické permutaèní distribuèní funkce
odhadnout hledaný kvantil.

Permutaèní rozdìlení je rovnì� vhodné v situacích, kdy nemáme zaruèenu normalitu
pozorovaných dat.

Výèet není zdaleka vyèerpávající; existují i další metody aproximace kritických
hodnot. Následující tabulka shrnuje kritické hodnoty testu získané simulacemi pro
normálnì rozdìlené náhodné velièiny.

n = 10 n = 50 n = 100 n = 300 n = 600 n = 1000 n = 2000

� = 10% 2,56 2,83 2,90 3,02 3,06 3,08 3,12

� = 5% 2,83 3,09 3,16 3,27 3,32 3,34 3,36

� = 2,5% 3,09 3,32 3,39 3,49 3,54 3,53 3,59

� = 1% 3,40 3,59 3,67 3,76 3,81 3,83 3,80

� = 0,5% 3,64 3,75 3,83 3,95 4,02 4,02 4,05

4. Ilustrace

V této èásti demonstrujeme navr�enou metodu na pøíkladu velièiny, její� volatilitu je
v Èeské republice tøeba pøi oceòování derivátù odhadovat patrnì nejèastìji: mìnový kurz
CZK/EUR. Denní data Si jsou bì�nì dostupná (slovem den nadále rozumíme obchodní
den). Pracujme s obdobím 2. 1. 2004–31. 12. 2007, co� je pro naše úèely dostateènì dlouhá
historie; celkem jde o n = 1009 pozorování (S1 je kurz k 2. 1. 2004 a S1009 je kurz
k 31. 12. 2007). Výsledky by však byly stejné, i kdybychom pracovali s delším historickým
obdobím. Následující obrázek zachycuje logaritmické relativní denní zmìny

yi = ln
S

S
i

i

� 1 , i = 1, 2, …, 1008.
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Není naším cílem podat detailní analýzu této èasové øady; jen struènì konstatujme, �e
na základì rozboru odhadu autokorelaèní funkce se ukazuje, �e øada yi autokorelaci
nevykazuje. To je dùle�ité, nebo� náš test je na autokorelaci citlivý. Pro zajímavost
uvádíme i empirické rozdìlení yi a jeho srovnání s normálním; to je dùle�ité pøi rozhodnutí,
kterou metodu u�ít ke konstrukci kritických hodnot.

Následující obrázek ilustruje algoritmus 3; j má zde stejný význam jako pøi popisu
algoritmu. Jsme v situaci, kdy 31. 12. 2007 hledáme odhad nejmladšího okam�iku zmìny
rozptylu; data za období poèínaje odhadnutým okam�ikem zmìny a� po 31. 12. 2007
bychom pak pou�ili k odhadu volatility. Horní graf následujícího obrázku ukazuje
trajektorii Zj (viz krok 1 algoritmu 3) postupnì pro j = 10, 11, …, 500; je zde zachycena
i kritická hodnota spoètená na základì vztahu (9) na 1 % a 5 % hladinì. Jak je z obrázku
vidìt, pøi � = 5 % je kritická hodnota poprvé pøekroèena pro j = 25 (tedy: ji� pøi pohledu na
25 nejmladších hodnot yi je detekována existence statisticky významné zmìny) a odhad
bodu zmìny �� j z kroku 1 algoritmu 3 (dolní obrázek) je 20, co� vede k závìru, �e pro odhad
volatility bychom uva�ovali 20denní historii.

Pohled na dolní obrázek, kde je zachycen odhad bodu zmìny v závislosti na j, ukazuje,
�e existují dva „obory stability“ odhadu bodu zmìny: hledíme-li pouze na nedávnou
historii, øeknìme j = 22, 23, …, 90, nabývá �� j hodnoty 20 (a� na nìkolik výjimek). Pøi
pohledu na delší historii, øeknìme j , 100, je hodnota �� j , a� na jednu výjimku, rovna 93.

Pokud bychom pracovali s � = 1%, kritická hodnota bude poprvé pøekroèena pro
j = 170, co� nabízí k odhadu volatility u�ít historii �� 170 = 93 dnù (viz dolní obrázek).
Zvìtšujeme-li j (tedy: hledíme dále do minulosti), zùstává odhad bodu zmìny �� j stabilní.
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On Estimation of Volatility of Financial Time Series for Pricing Derivatives

Abstract

Estimation of volatility of financial time series plays a crucial role in pricing derivatives. Volatility is often
estimated from historical data; however, it is well known that volatility varies in time. We propose
a method to choose a suitable length of historical data to estimate contemporary volatility. The method is
based on adaptation of a procedure used in statistical quality control – a hypothesis, that data contains
a changepoint of volatility, is tested and if the test gives a positive answer, the changepoint is estimated.
Then, a period of data where no changepoint is statistically significant is used to estimate contemporary
volatility. The approach is illustrated on an analysis of CZK/EUR exchange rates.

Keywords: Derivative, Black-Scholes model, time series, volatility, changepoint.

JEL classification: G12, C12, C13.
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